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Introduction
Les relations entre sciences et société ont praforaht évolué depuis mon temps de jeunesse.
Elles sont passées du culte du progrés au culigodte.
Il'y a eu ce XXe siécle de violences et de follective, deux guerres mondiales, des guerreseshdlffreuses,
motivées par la concurrence entre des idéologiéglgacune prétendait a l'universalité.
Il'y a eu I'effondrement du marché du travail egigiedes compétences scientifiques parce que desitsiont
inventé des machines a tout faire de plus en pltsnrmmes : des ordinateurs, des logiciels, etaggdications.
On parle méme d'intelligence artificielle.
L'argument du temps de mon enfance disant quedpprendre a I'école pour se ménager assurera gl
une belle place dans la société a perdu toute séngace.
Il reste qu'apprendre a toujours été et sera toujewn plaisir. Ce plaisir qui était au Moyen Age le privilége
insigne d'une toute petite minorité peut devenplies populaire des loisirs.
Ce livre veut montrer comment susciter et satisféiinsatiable curiosité des enfants dans un doenain savoir
pourtant réputé ennuyeux et difficile : les maungats des corps. De plus, cette curiosité resgerérsiliente
chez les adultes comme I'ont démontré nombre deaids; conférences, spectacles et autres manii@ssatie
médiation scientifique.
La cinématique a le double défaut d'exiger des Bratitiques pour la comprendre et de proposer des
expériences qui n'ont rien de spectaculaire. Ediel@ discipline des sciences physiques la plusigeunse en
college comme au lycée.
Et pourtant !
Le long de ma carriére d'enseignant, tous les @lé&éeluits par la physique l'ont été a partir deteame l1a !
Aucun n'a été séduit par un autre sujet plus atifaw plus facile.
Le secret de cette séduction surprenante est semt qu'il existe une analogie fondamentale elese
difficultés conceptuelles surmontées par les piersnile la physique et celles rencontrées par g&slEn
conséquence, si chez quelqu'un la compréhensioe digumentation se bloque, le mieux est de remante
sources : chercher, assimiler, synthétiser etatqy le pourquoi et le comment de l'invention deandes
idées dans I'histoire des sciences.
A partir de 13, plus rien ne peut résister a la ggicacité des éléves, donc des adultes.
L'expérience professionnelle a démontré que lacémtud'un esprit non scientifique par la physiags un
événement aussi bref que spectaculaire, et morpnétation est que la personne a qui cela arrivieaachi un
seuil culturel fondamental. Avant cet éclair on pas confiance en soi, aprés on I'a, et cette aitpm est
définitive.
Dans ses premieres pages ce livre vous aide aifidertte verrou, ce seuil pour vous donner le paude le
faire sauter.
Les pages suivantes montrent aux maitres et a édéves, mais aussi a tout adulte dont la curiositéurelle
scientifique est en sommeil, des pistes de progressins les savoirs sur le monde tant mathémasique
physiques. Elles montrent en méme temps quelecteyr, lectrice, n'étes pas prét ou préte a cotma les
limites de votre capacité a comprendre.

Durant toute ma carriére, le poison a été I'évaioatdes élévefarce que personne n'a pu me dire ce qu'il
faut évaluer Une réflexion simple pourtant peut nous le révéledans toute une une scolarité, seul un
échantillon limité de problémes peut étre présahtés que dans la vie active on sera confronté @ infinité de
ces situations dans des domaines jamais vus degsav

C'est exactement ce qu'ont découvert les spéeisld# I'apprentissage du langage pendant la petifance.
Avant de parler, a partir d'un ensemble — riche&g— mais limité de phrases entendues, les enfashnent
conscience de la grammaire et de la syntaxe etleisgent leur vocabulaire. Cette activité perdu@me si les
enfants jouent sans y préter attention. Puis saudts parlent avec trés peu d'erreurs, montrantlgsont
capables de juger correctement la constructionlgases jamais entendues, méme s'ils n'en comprepas
encore le sens.

Tout se passe comme si chacun de ces énoncésesaaiuisent progressivement dans nos cerveaux la
formation d'un amas de connexions neuronales cauivna domaine particulier des savoirs, et qu'erssua
densité de ces amas augmentant progressivemeaay etlations les uns avec les autres, ils pernm¢tteudain
des chaines associations d'idées illimitées. Bresmnt on devient capables d'étudier toute espéséiddions
jamais encore abordées.

L'évaluation des éléves ne devrait servir qu'a gasiace seuil est franchi.
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Dans cet ouvrage, il est fait un large usage d#sdax de proportion. Un échange avec un des eslectie
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chapitres : un sur I'étalonnage d'un dynamonatee un élastique a la place du ressort habituet ettre sur
la recherche de la troisieme loi de Kepler.
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801 Lois non linéaires

Il est fait dans cet ouvrage de nombreuses apigliaties tableaux de proportion.
Quand deux grandeurs sont proportionnelles, oquditla loi physique qui les relie est linéaire.
Le risque induit par un usage trés fréquent deéssmtation d'une loi physique par une proportiétéssignalé a
la relecture. En effet, les éléves n'ayant paszassguis un esprit lucide et critique vont pareédl considérer
n'importe quel tableau comme un tableau de prapodt il faut les protéger contre cette erreursiGgraison
de ce paragraphe.

EXPERIENCE NON LINEAIRE EN LYCEE
Principe: Suspendre un récipient & une potence avec an fieoutchouc et remplir progressivement le réafpie
d'eau jusqu'a ce que le fil se rompe.
Voici dans le tableau 0la des résultats publiésastioile, pagéhttp://caoutchouc.e-monsite.com/pages/nos-
experiences-de-tpe.html
Le matériel utilisé est
- un élastique en caoutchouc naturel de dimeng20mimx 2 mmx 1 mm,
- un seau de 7 litres dont la masse vaut 0.2581kgdjil est vide,
- une potence,
- une regle graduée (le metre traditionnel de fesses)
- deux mousquetons.
L'environnement de I'expérience est la cour dudyséus abri, a une température ambiante de 4°&hssmnce
de vent.
Les résultats sont dans le tableau 01b.

Manifestement les quotien!FSEI—Lo ne sont pas égaux d'une ligne a l'autre.

UN CAS ASTRONOMIQUE HISTORIQUE
Un autre exemple a été la recherche d'une loitéeta entre la période d'une planéte autour deiSet la
distance qui la sépare de lui. L'astronome Johaoiekeau XVlle siécle, était aussi musicien et chait une
telle loi en s'inspirant d'une idée simple.
On raconte que dans l'antiquité, Pythagore avaidti€tia qualité de perception d'un son selon lglenr et la
tension de la partie vibrante d'une corde d'umunsént de musique (figure 01a). En musique, it &i@n connu
gue quand on émet simultanément plusieurs sonodecurde, la perception n'est agréable que socgmeurs
étaient en rapports simples, par exemple deux é&miss par deux cordes dont les longueurs sont colesne
nombres 2 et 3 (le rapport de quinte). Alors cppoats harmoniques se retrouveraient-ils dansré'sut
domaines des savoirs ? En particulier en astron8mie
A partir de ses propres tables numériques et desodé son maitre Tycho Brahe, ont été extraitsdésurs du
tableau 01b exprimées en unités modernes. L'astrerstattendait donc a la non proportionnalité edis&ance
et période (tableau 01b : les valeurs sont expned@eunités modernes). Les chiffres sont éloquents.
La quinte musicale qui inspira Kepler donna leg¢ahlO1c : on constate une bien meilleure approiomae la
proportionnalité.
Il reste cependant une question : dans le tabléapl€s quotient3 ?/ L* ne sont pas exactement égaux. C'est
pour les éléves une belle occasion d'initiatioa eetherche sur Internet : quelles explicationsgtdproposées ?
Les incertitudes des mesures ? La forme des ordpifese sont pas exactement circulaires (2e Idefder) ?
Une autre théorie ?



Masse suspendug Longueur | Allongement | L/men
men kg Lenmm | L-L,en mm| mm/kg
0 130 0 X
0,5 650 520 1040
1 730 600 600
1,5 790 660 440
2 840 710 355
25 880 750 300
3 Rupture —
Tableau 0la : étalonnage d'un élastique en
caoutchouc
. PériodeT DistanceL
Planete (jours terrestres) (millions de km) L/T
Mercure 88 58 0,659 090 911
Vénus 225 108 0,480 000 O
Terre 365 150 0,410 958 90
Mars 687 228 0,331 877 7B
Jupiter 4 333 779 0,179 783 06
Saturne 10 759 1434 0,133 283 [/6
Uranus 30 685 2871 0,093 563 63
Neptune 60 266 4 495 0,074 586 PO
Tableau 01b
Mesures astronomiques

Planéte T? Distancel’ LT’

Mercure 7744 195112 25,195 247 93
Vénus 50 625 1259712 24,883 200 0O
Terre 133 225 3375000 25,333 083 (13
Mars 471 969 11 852 352 25,112 5646
Jupiter 18 774 889 472 729 139 25,178 798 07

Saturne 115 756 081 2948 814504 25,474 380 94
Uranus 941569 225| 23664 622311 25,133 17309

Neptune| 3631 990 75 90 821 587 375 25,006 00F 30

Tableau 01c
Calculs astronomique

Crédit :
https://fr.wikip
edia.org/wiki/
Monocorde#/
media/Fichier:
Monocordio20
060327.png

Fig. Ola:
Un monocorde
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Fig. 01b :

Sons et longueurs vibrantes de corde
Crédit :
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/thumb/2/2f/Moodswingerscal
e.svg/800px-
Moodswingerscale.svg.png
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802 L'espace et le temps

Coordonnées cartésiennes d'un point

Etymologie : le motcoordonnéerient deco = avecordonnéetcartésiendu scientifique et philosophe
Descartes
Origine de l'idée : dans les épures en architecture (fig. 02agamnpare la position des points dans l'espace
avec un décor choisi comme référence qu'on appgkre (en rouge).
La formule 02a montre un code d'écriture signifique: dans le repéf@lJK I'abscissede M esix I'ordonnéeest
y et lacote estz
Avantage pratique : on suit trois mouvements rectilignes simultaaé lieu d'un mouvement curviligne,
unique certes, mais souvent difficile a modéliigné courbe de la fig. 02a).

Coordonnées cartésiennes d'un déplacement
On appelle en physiquéférentiel un ensemble composé d'un repére de I'espaceetoakés en général sont
deux a deux perpendiculaires et de méme unitérdpitaur (repére orthonormé) et d'une horloge.
Soient (fig. 02b) deux positions successiges point matérialisé sur un objet en mouvemerieMnoir) etP
(en rouge)On retrouve (en noir) une partie de la figure,02aécor de référence et en tirets les tracénatin
les trois coordonnées de la position initiale Magiimons un nouveau repgr rougeparalléle au premier et
dont l'origine est en M. Le tableau (02b) momrerougdes coordonnées de la nouvelle posifioans le
repéere rougeOn voit que dans le repére noir le déplacemenpéesser les valeurs des coordonnées du point
matérialiséx, y etz aux valeursc+ X,y + Yetz+ Z
Par définition les grandeuk§ Y etZ sont lescoordonnées du déplacemertu point matérialisé.
La formule (02b) montre un code d'écriture sigmifique dans le repére OIJK l'abscisse du dépladeteed a
P estX, I'ordonnée esY et la cote est.
La figure 02c est un extrait de la fig. 02b. Ellentre une application du théoréme de Pythagore ¢déépage
45)MP? = MR? + RP qui, avedMR? = MQ? + QR donne par substitutiodP? = MQ? + QR + RP? soitMP? = X
2+Y?+ 272 Le carré de la distance parcourue lors d'un déplageent est égale a la somme des carrés de ses
coordonnées
Suivre le mouvement d'un corps est en général aqudpbi en méme temps ce corps se déforme ou change
d'orientation. Aussi les géomeétres commencerentoaéliser les mouvements les plus simples : les
translations.
Une translation est telle que tous les points pougtie matérialisés du corps suivent des déplatesme
paralleles, de méme sens et sur la méme distaigoeg(02d). Cette démarche fut l'initiatrice d'wmcept
géométrique nouveau : \ecteur (838).
En technologie, beaucoup de mouvements sont cotgrirester dans un plan. Dans ces cas, dans les
expressions mathématiques précédentes, on suplerberene en cotes. En particulier, la formule dditaance
devientMP? = X* + Y2,



12

X
M= [y] (Formule 02a)
z/OIJK

Tableau 02b

Point O| I|J| K| Al BIC|D|E|F|M
Abscisse | O] 1 O Ox |0 |0 |x |0 |Xx]|X
Ordonnée| 0| @ 1 d Oy |O|y |y |O|y
Cote 0| 0] O 1| Of Oz |0 |z | z| z
Tableau 02a
X
M= (Yj (Formule 02b)
Z/OIJK
Dans le Dans le
repere rouge repere noir
Point M P | M P
Abscisse| 0 X X | x+X
Ordonnée| 0 Y |y |y+tY
Cote 0 Z z | z+Z

Fig 02¢
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803 L'usage des aires en cinématique

Chez les Grecs de l'antiquité, on ne savait reptésen géométrie que lesouvements uniformesqui, par
définition, sont tels que la distance parcourue et le teragmdcours soient proportionnels (tableau 03ajuce
est représenté géométriquement par la figure 03a.

Au moyen age, des intellectuels ont pensé quertaudieV t est (& un multiplicateur d'échelle prés) l'aitend’
rectangle de longuetiiet de hautewv (fig. 03a, ou le multiplicateur 1 est en métres).

Pour éviter de trainer un facteur d'échelle dassdéononstrations, il sufit de "graduer” la surfdtectement en
% s, c'est-a-dire en metres.

Alors ces intellectuels ominstuléqu'il en est de méme si la vitesse est variaige (Bb).

Commecas particulieril y a lesmouvementsdits uniformément accélérégyjui sontpar définitiontels que la
variation de la vitesse soit proportionnelle augsrftableau 03b).

On en déduit alors un théoréme des mouvementsroréfoent accélérés (fig. 03c).

Galilée en déduisit la loi de position de ces mouvemghrts, =% a, t? (formule 3a).

Il s'en était ensuite servi comme modele dehlate libre des corps.

La distancex devient la hauteur de chutet I'accélération des chutes peut étre chiffrggementalement.
Comme cette accélération est due pdaanteurappelée ausgravité, dans la formule 3a on remplaggparg

d'ou : z=%g t?| (Formule 3b).

Si on choisit la hauteur de chute (par exemplealaédur d'une tour ou d'un clocher) et si on melsuremps de

chute, alors sur les deux membres de la formulglé&tivision part? et la multiplication par 2 donr%f: g.

2:4415m m
s =981
(39)? &
Cette formule nous dit que chaque seconde la eitdgschute augmente de 9/8ks.
Dans I'histoire des sciencesgst la plus ancienne mesure connue d'une accéléom.

Par exemple une hauteur de chute de 4mfendant 3 donneg =

Note :On peut faire la démonstration précédente a partid'une vitesse initiale non nulle: I'aire du triangle
rectangle devient celle d'un trapéze rectangle Qftgl) et donne la formule balistique

[Xx =X, = 1/2ax £ + V,, t| (formule 3c).

Démonstration : d'une part la variation de vitessteproportionnelle au temps :

Vy — Vyo = 8, t (tableau 03c), et d'autre part l'aire de la figdBe donne

X =% = 1/2 My —Vio) t + Vit donex — % = 1/2a, t? + Vo t m

Comme le temps de chute est trés court, et comsnehl®nomeétres n'étaient pas encore inventés,ponirer
au public les mouvements uniforméments accéléréE&avait proposé de ralentir les chutes aveplan
incliné.

Note sur I'usage des unitéd_es tableaux page ci-contre servent a écriréolesules littérales du mouvement
uniforme dans un systéme d'unité donné. Or en géesmphysique et par prudence (pour éviter pamplede
confondre une masseavec une longueur en metres), ces formules ngamais écrites avec les unités. Par
contre dans les application numériques, il estmenandé de les écrire.

Exemple : soit un corps circulant a la vitesse @enls ™ pendant 3. La distance est donnée d'aprés le tableau
03a par la formule littérabe = V, t qui numériquement deviert= (10m s?) - (3s) = (10x 3) (m s> m) = 30m.
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20.
- Vitesse
Proportion
Distance Temps Vx Aire =
X t 1 x distanc
Vy 1 t Temps
Tableau 03a Fig. 03a:
Mouvement uniforme Mouvement
X=Vyt uniforme
VX = x/t
t= X/VX
Proportion Vitesse Vitesse
Vitesse Temps /
Vx t Vx
ay 1 .
Tableau 03b 1 x distance Temps Aire =
Mouvement - P L2
. . Fig. 03b : : Temps
unlfornje’m,ent généralisation aux Fig. 03c: f
accéléré mouvements a vitesse Vitesse uniformément
Vy =ay t variable croissante. L'aire est en
ay = Vylt m? etV, t en métres donc
t=Vy/a le 1/2 est en métres.
- X=X, = 1/2a, t? P
” Formule 03a D
Proportion
Vitesse | Temps
Modélisation de la chute Vy — Vio t
libre des corps ay 1
Tableau 03c
Vitesst Mouvement
uniformément
v . _accélé_rél
x z=1/2gt a vitesse initiale
Formule 03b non nulle

Aire = 1/2 \/y = Vo) t
Vo Aire = 1xX Vot

Fig. 03d t
mouvement uniformément

accéléré avec vitesse initiale
non nulle

Temps
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804 Vitesse moyenne et instantanée

Dans ce paragraphe, est présentée l'idée appameyen age de représenter graphiquement la distahoeg
d'un axe parcourue lors d'un mouvement par |'avs sine courbe représentant la loi de vitesse.

Pour les mouvements non uniformes, on définiftesse moyenneomme la vitesse d'unouvement
uniforme imaginaire qui dans un temps donné donne le méme déplacemeria vitesse variable (tableau
04a).

Une telle valeur existe toujours (figure 04a).&8ligne CB est superposée sur |'axe des abscissesdu
rectangle OABC est nulle donc inférieure a I'aiee@ADSE. Si la ligne CB passe par S, l'aire de OABOplus
grande que celle de OADSE. Il existe alors unetjposintermédiaire de CB telle que I'aire de OABII s
exactement égale a l'aire de OADSE.

Soit un mouvement représentée de cette maniere€figib).

On imagine bien qu'entre les instan{®oint B) ett + h (point C) existe un instam{point X) tel que les aires
des deux surfaces HME et DIM deviennent égalesrdeiére étant en défaut et l'autre en exces .

L'aire du rectangle BCIH est aloggactemenégale a celle de BCDE, c'est-a-dire a la distéc@douche de la
fig. 04b)

Sa formule est anr|s<(r +h) =X(1) = Vimoy h| (le point désigne une multiplication). Souventdivise les

deux membres de cette formule par la diméee qui donne la formule de la figure 04b. C'eshéoréme des
accroissements finis

Considérons (cartouche de la figure 05b) I'encadrémaire BCDK aire BCDES aire BCGE.

Exprimons ces aires avec les valeurs cinématiques

aire BCDF=V(t +h) - h, aire BCDE =(t + h) —f(1) , aire BCGE ¥/(1) - h.
L'encadrement donne la double inégali@ + h) - h<x (1 + h) —=x (1) < V(1) - h.

Une division des trois termes gadonne I'encadrement,(t + h) gﬂﬂﬁ‘lﬂ < V(1), soit
V(T + h) € Vi moy € V(T).

Imaginons une valeur deaussi petite qu'on veut, sans toutefois étre nallers les valeurs +h t ett se
rapprochent au point de se confondre et on ohigembuvel encadrement

Vi(t) < Iimhﬁomh_mn < Vi(t) qui, par antisymétrie donne I'égaljté ,limoﬂur)]_jg =V,(t)| soit

encorg lim_. o Vi moy = Vi(t)|-

[ La vitesse instantanée est la limite de la vitessgenne quand la durée tend vers Zéro

Cette formule permet de déduire I'expression détégse instantanée connaissant celles des pasition
On peut refaire toute la démarche avec les airais oette fois en mettant en ordonnée l'accélératien
abscisse la vitesse. On obtient alors simplemechangement de role des lettres (tableau 04b) atrore a la

conclusion { V(T +h) —V(1) = &, moy - h| , IimrHoﬂLT]ﬂn =a ()| et/ lim, . o 8 moy = a(®)].

Application au mouvement uniformament accéléré
La formulex —x, = 1/2a, t° + Vi, t donne la loi horairg(t) = 1/2a, t? + Vio t + X,
Exprimerx(t + h), donne trois termes :
ler terme : 1/, (T + h)? = (identité remarquab)el/2 a, (t° + 2h T + h?) = (distributivité) 1/2a, > + 1/2a, (2h T + h?)
= (factorisation) 1/2a, T2 + 1/2a, h (2T + h).
2e et 3e termesVy, (T + h) + X, = (distributivitéd) Vi, T + Vo h + X,.
Exprimerx(t) donnel/2 a, T + Vi, T + Xo.
Ensuite la soustraction dér) élimine les termes en rouge et il rested/B (21 +h) + V,, h.

La division parh donnemh_mn =1/2a, (2T + h) + V.

Imaginons une valeur deaussi petite qu'on veut, sans toutefois étre nuite;, _, OMhMD- =a.t+V,

donc la vitesse instantanée est donnée par la ferddja établie (tableau 04cY/(t) = a,t + Vyo.
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La formuleV -V, =a, t donne la loi de vitessg(t) = a, t.
ExprimerV(t + h), donneay, (T + h) soita, T + a, h.

Exprimerx(t) donneay .

Ensuite la soustraction dér) élimine les termes en rouge et il restd.

V(T +1) - V(D) -
h

La division path donne =a, qui ne dépend pas tie

im o ST WD)

=a, . On retrouve bien que la constaatest bien I'accélération du mouvement.

Vitesse

Proportion
s Temps| Espace
t X(t)

1 Vx moy

Tableau 04a
Définition de la
vitesse moyenne

v,"¥—=>C

Fig. 04a vitesse moyenne

E
v(t) S Aire ABCD =x(1 + h) — x(1)
DA
Fig 04b :
K vitesses moyenne et instantanée
Aire = x(t) X(T+h) —x(1) _
; /—X h =V, (t)
(e} B:C
Instant =t Q I— Instant =t + h
Instant =t
Position Vitesse
Vitesse | Accélératior
X \Y
V a
Tableau 04b :

changement de rble des grandeurs
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805 Calcul différentiel

On passe des mouvements mécaniques a l'abstrawithi@matique en ne détaillant plus les grandearfigure
05a et le tableau 05a montre les nouveaux roleketisss : le temps devient une variablg, la positionx
devient une fonctiofiet la vitesse devient une fonctibnditedérivée def. La vitesse moyenné, devient une
"dérivée moyenne" (cette expression n'est pas atejid moy -

Le théoréme des accroissements findit qu'entre deux valeutsetu + h de la variable existe une valeutelle

que LD =W =g

On a démontré ensuite que Aimouu—mr)]ig)- =f'(x)|.

On a ensuite appliqué a une fonction du deuxiérgeéd@oir §04, alinéa 15§ (x) =m X + p x+ ¢ qui donne le
résultat

f'(X) =2m x+p.

Leibnitz est parti de ces idées pour inventer unevalle écriture que tous les savants ont depuptad
tellement est est commode. hétant une différence entre deux valeurs de lakibek, pour le rappeler, il a
accolé en préfixe le signe "d" dohalevient &. De méme la différendg(u + h) —f (u) sera écritefd

Les formules de l'al. 2 devienne% =f'(x)| et |imHoﬂU_+hhﬂ92 :% .

Ces formules — surtout la premiére — ne sont papgroximatives, mais exactes.
Leibnitz a aussi inventé une autre écriture (figh)0 On découpe un intervalle de la variable elesdornes et
u en sous-intervalles dont la longueur — qu'ellegmstante ou pas — est écrite Bans chacun des sous-

intervalles il existe une valeur deelle que%( =f'(x) donc telle quefd=f'(x) - dx (le point est un signe de

multiplication).

u

On additionne ces équations membre & membre, cgéquit > df =" f'(x) - dk . Le signe, signifie qu'on

X=a
additionne. En-dessous est écrit le valeur de dém#e la variable. Au-dessus, c'est la valeur d'éetiv
A gauche on a la valeur exacte de l'aire de lasargrisd(x) —f(a). Le calcul de l'aire est donimtégral.
A droite, on a une somme d'aires de lames rectaigsisemblables & ABIH.
Si, en pensée xdend vers zéro, les trois lames superposées ABBH{ et ABFD vont devenir indistinctes et
la somme a droite va avoir une infinité de ternskscun étant proche de zéro. Cette situation &rangis

mathématiqguement exacte est arppelée par le choixiduveau signe : un grand "S" allongé rempacs la
formule de l'al. 8 devienf“df =f“f '(X) - oK.

a a

—

Vu I'al. 9 on écrit aussif(x) —f(a) :f“df et| f(x) —f(a) :f“f "(X) - K| .

Pendant les mémes années, un autre savant aviaitéegp chapitre des mathématiques : Isaac Nevivos a
gu'il s'était réfugié a la campagne chez lui pehtiapeste de 1666 a Londres. Sa publication eutli méme
année que celle de Leibnitz et les deux savargsrgedisputé l'invention le reste de leur vie.

Ce paragraphe vous présente brievement la plusriarie révolution des mathématiques.

Une remarque importante : les deux fonctif{rs= aire OBEK et la différencix) —f(a) = aire ABEL ont la
méme dérivéé'(x). Commef(a) dépend du choix d& mais pas d& le nombref(a) est qualifié deonstante
On conclut queleux fonctions de méme dérivée different l'une déautre d'une constante

Hypothese f(x) etg(x) difféerent d'une constan¢e: f(x) —g(x) =K.

f(u+h) —g(u+h) =K et f(u) —g(u) =K.

[ f(u+h) —g(u +h)] - [f(u) —g(w)] = 0.

[ f(u+h) —f(W)] - [g(u +h) —g(u)] = 0.

fu+h) —f(w) _glu+h)—gW) _ ¢

h h
”mhﬁoﬂur)]iyl_ |imhﬁogﬁﬁhht9192: 0.

Conclusion f'(x) —g'(x) = 0.Deux fonction différant d'une constante ont méme dévée.
Des formules de calcul de quelques dérivées sanodtées dans le §49.
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Changement de lettres
Cinématique Mathématiques
t X
1 u
h h
X f
Vi f'(x)
Fonction du deuxieme degré
1/2a m
on p
X f(0)
Tableau 05a

De la cinématique aux mathématiques

Aire BCDE =f(u + h) — f(u)

Fig O5a :
Dérivée

flu+ hh} —fu) ¢ (%)

Aire BCDE =f(u + h) - f(u)

Fig 05b :
Intégrale

fu+ hh} —f ) =f'(x)

E
£ oY
K
Aire = f(x) X
—
¥
(@] B:C
Variable =u Q I— Variable =u +h
Variable =x
E
f'(X) AN
NA
L
K i
: Aire =f(x) —f(a) X
: -
: ¥
(0] ‘A B

Variable =a variable =u I

Aire =f(a)

C
I— Variable =u + dx
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806 Exemples de dérivées bien utiles
Addition de fonctions
Un artifice de calcul donné(k + h) + g(x + h)] — [f(X) + g(X)] = f(x + h) —=f(X) + g(x + h) —g(X).

La division path donnd )+ 80 ]~ 160 + T _ftx + 1) =169, gx + 1 —g)

Le passage a la limite don§é+%. La dérivée d'une addition est I'addition des dérivés.

Soustraction de fonctions

Par une démonstration analogue a la précédenti&raontre que
La dérivée d'une soustraction est la soustractionas dérivées.
Fonction multipliée par un nombre

Le calcul donne (voir al.zﬁﬂ&hr)]__af(ﬁ —afx+ ? — )

A la limite esta ﬁ_ Multiplier une fonction par un nombre multiplie sa dérivée par ce nombre.

dx
Démonstration‘f"—b=a—b=§9=§beta—b=a—b=§9=a9.
c ¢l cl1 c c 1lc 1c c

Opposée d'une fonction

L'opposée dg(x) vue comme (—1y(X) est un cas particulier de l'al. 3 d@aqxc(_ g = (4)% = _$_

La dérivée d'une opposée est I'opposée de la démvé

Somme de fonctions

Par récurrence on démontre daelérivée d'une somme est la somme des dérivées

Combinaison linéaire de fonctions

La dérivée de la somnaef(x) ... +m uXx) est (al. 6) la somme des dériv%(saf +% m uet l'al. 3 donne
a%f et m% u . La dérivée d'une combinaison linéaire est la mémeombinaison linéaire des dérivées.
Fonction constantef(x) =k fx + h% —f() _k ; K- 0 donc ling_, Ow =0.

La dérivée d'une fonction constante est nulle.

Multiplication de deux fonctions

Un artifice de calcul donne

fx+h) g(x +h) —f(x) g(x) =f(x +h) g(x +h) —f(x) g(x + h) +f(x) g(x + h) —f(x) g(x).
Une factorisation donnd(k + h) —f(x)] g(x + h) +f(x) [g(x + h) —f(X) g(X)].

La division parh donnef(x + h) g(x + h) —f(x) g(x) =&+ ) ‘fr(]x)] gix+h) , (9 [g(x + hg —f(x) 9]

L'al. 4 donnew glx + h) + (g IX*N) ;f(x) 9(x)

fix +h) —f(x) %) g(x +h) —f(x) g(x)
h h '

Le passage a la limite donne |img

Qg(x) +(x) dg| Ladérivée d'une multiplication la
dx d multiplication des dérivée:

- g(¥) +f(x) - limp,_, o f(

Conclusion : on trouv!

La regle est celle-cLa dérivée d'une multiplication de deux fonctions st I'addition des multiplications de
l'une par la dérivée de l'autre

Application : vitesse d'un moment cinétique

Par définition, c'est I'aire définie par une fleglusition et une fleche représentant une autredgran(vitesse,

accélération ou force). Cela donne une formule cenith w(t) — y(t) v(t) avecvk ouy = d/d (x ouy). On trouve

la différence entre d'une pamt/dt - w(t) +x(t) - dw/dt = v, w + X(t) ay(t) et d'autre part, par échange des lettes x

et y son analogueg v, + y(t) a(t) et il restex(t) ay(t) —y(t) ax(t), c'est-a-dire le moment de I'accélératioa.
vitesse du moment cinétique est le moment de 'adégation.
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Puissance de fonctions
On procéde par récurrence.

Initiation . On sait quer’(x) = u(x) donc qu ‘%_ —— et un artifice de calcul utilisant le fait que t®ypuissance

nulle d'un nombre non nul vaut 1 dong;(e = 1u°(x)—u

Hypothése si un entien vaut 1, alorsi— 1 = 0 et don ’dix =nu"" X %

i :
Supposons que cette formule soit démontrée pouvaieer particuliereé den. Alors%_l:( =iu XX du
Hérédité: pour la valeui + 1 denonai =n—1 etu"(x) = u' *{(x) = u'(x) u(x). _
. |
La dérivée del"(x) est donc la dérivée de la multiplicatioix) u(x) donc est la somme %’(_ multipliée paru(x)

et deu'(x) multipliée par@, donc la somme deu ~1X) @ -u(x) et deui(x) % =u %) -u(x) % On peut

factoriserd =) -u(x) - M = (X) , ce qui donnei+ 1) ui(x) - Q= - ¥x) % c'est-a-dire la formule a
démontrer.
La dérivée d'une puissance entiére naturelle d'unfonction la puissance des dérivées.

Fonction mondmedéfinie parf(x) =a X'. Vu l'al.10 et I'al.3 sa dérivée e% @xX)=anx"" .

Fonction linéaire qui est un cas particulier de mondéme, définiefpar=a xoua s'appelle le coefficient

directeur et qu'on peut écriaex. On a dong % @x=a

Sa dérivée est X “1=a X =a: la dérivée d'une fonction linéaire est son coeffient directeur.
Fonction affine : elle est la somme d'une fonction linéaire ehe'oonstante donc la dérivée est le coefficient
directeur de la fonction linéaire plus zéla.dérivée d'une fonction affine est son coeffici¢mirecteur.

d _
&(ax+b)—a.

Fonction carré

Par application de I‘aI.1O(;j_X (A = 2x|.

Fonction trinbme du deuxiéme degré

C'est la somma X + (b x+¢) = et I'al.11 donn%(axz+bx+ )= 2ax+b|.

Fonction de fonction
Une fonctiong est un ensemble de couplgs ¢(x)) et une autré est un ensemble de couples {(g)). Alors on
peut trés bien imaginer la "fusion” des deux et due f est un ensemble de couplgs {(g(x))). Un simple

artifice de calcul donneg_)f( g; gg On écrit parfois ti(g(x))/dx = df/dg - dg/dx.

La dérivée d'une fonction de fonction est la multipcation des dérivées
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§07Dérivées des fonctions trigonométriques
: . - . , (X cosl
Soit sur le cercle trigopnométrique un point M dermhnnnee{y> = ( sin| )
Alors X% + ¥ est le rayon qui vaut une unité de longuetit y* = 1.

. . (1
Soitl la longueur de I'arc de cercle entre le point A:derdonnee€0> et M.

On considére ety comme deux fonction de I'ax@) ety(l) et alorsc(l) + y*(l) = 1
Un petit déplacement de M sur le cercle de longdeaccasionne une variatiox ét d/ des coordonnées.

Cela donne en dérivant (al.14) les deux membfg-y2+ 2 ydy 0 donc

dl
dx dy _ dx _ _,dy
dI +yOII 0 doncx = - ydl

Une élévation au carré donxe a)z =y (dy) et I'al. XX donne (1 ) (dy) doncxX de) (d)’) }

L'arc d et les variations des coordonnégstidy sont liées par le théoréme de Pythagdtedb® + dy’ et la

formule précédente donrxé[dxzd“r2 yz(g?') S0itX? = (%’) doncx = d>|'

y2

Un raisonnement analogue en échangeant les ridetetteesx ety montre quey = (;)l(

Il faut identifier les signes. Soit un accroissetraml'arc dl positif. Sur le deuxieme quadrartest négatify est

positif, dx et dy sont négatifs. On retient dore +?j)|' ety =— ((jtl)l(

Par identification des fonctions tri "L()—(COS')d + 9 il = cosl| et] 3. cosl = - sinl
ar identification des fonctions trigopnométriq &y, =\ sin| ) donc asm = et g0 cosl = .

La dérivée du sinus est le cosinus et la dérivée dosinus est I'opposé du sinus.
Note : on sait en trigonométrie que ¢assin ( + 12) et — cos = cos ( + 172) donc les deux formules

précédentes deviennelgrtsinl =sin ( +102) et% cosl = cos [+ 172).

Traditionnellement, I'artest écri® donc les résultats précédents s'écri g%ltsine =sin @ + 1W2)| et

% cosB = cos @ + 12)|. Pour dériver une fonction sinus ou cosinus on ajoeta I'angle un angle droit.
______ i Arc =1 ou®
Arc=112/"! S
| di |
9 Sinp — : iy di
de | QR
i Coso dx < I/;"::::: dy
- 9 cos6 )
de ¥
ox

Fig 07b Longueur d'un petit

Fig. 07a Dérivées des
arc

fonctions trigopnométriques
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Vitesse des mouvements circulaires

29. Fonction trigonométrique d'un angle dépendant d'unemaniére quelconque du temps
Une fonction sinus ou cosinus d'une foncr@gt) en général ni linéaire ni affine intervient dafestres
nombreux problémes de physique. C'est importanfjmmense quantité de piéces tournantes dans les
machines, en astronomie les rotations des astresistmémes et leur circulation sur des orbitevsou
proches du circulaire. De plus ce sont des osoiflat(mouvements en va-et-vient) qui générent feles
sonores ou lumineuses. La connaissance
d de . de

On applique donc la rég% sin® =5 sin® - vl sin @ + 172) % Ici, o est la vitessey avec laquelle I'angle

varie ouvitesse angulaire donc on a% sinB@ = sin @ + 12) w(t)| et % cos6 = cos @ + 172) w(t)| par

analogie.
30. Mouvements oscillants et circulaires
En physique, les mouvements oscillants sont dgegiions sur un axe de mouvements circulaires. @eggnt
. ) N X Rcos6(t)
définis par la loi de position : M ey) = ( R sin6(t) )
31. Lavitesseest la dérivée par rapport au temps donc lesékedu vectew qui la représente sont de coordonnées
R sin [B(t) + 172] wXt) r(t) sina(t) _ ) _
(Rcos B(t) + 172] w(t)) (r(t) cosa(t))' Ici, r(t) est la fonctiorR w(t) eta(t) la fonctionB(t) + Tv2.
On peut dire quée vecteur vitesse est sur le vecteur position ntiglié par la vitesse angulaire et en avance
d'un angle droit.

Position

Vitessev=R w

Rayon =R

\
\
\

Sens (h

mouvement

Fig. 07c Vitesse des
mouvements circulaires

Amplitude
Angle u t \

cercle de
rayonR Fig 07d Tracé d'un mouvement sinusc
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808 Accélération des mouvements circulaires

L'accélération est en abscissg(t), dont le calcul est plus compliqué.
I faut dériver la multiplication de la fonctianft) par la fonctiors(t) = sina(t) aveca(t) = 6(t) + /2.
La dérivée d'une multiplication de deux fonctiosslaaddition des multiplications de I'une par &idée de
l'autre, donc on fai,(t) = dr/dt - §(t) +r(t) - d/dit.
Ici, dr/dt est la dérivée dR wXt) ouR est le rayon de la trajectoire, donc Rstduw/dt.
Puis &/dt = d9da - da/dt (dérivée d'une fonction de fonction)

= sin[a(t) + 2] - w(t) (dérivée du sinus d'une fonction)

=sin[(t) + w2 + 2] - w(t) (substitution dex(t))

=sin[o(t) + 1 - w(t) = —w(t) dw/dt . sing(t) (I'angle est augmenté d'un plat)
Le résultat est dorg(t) = Rdw/dt - sin[g(t) + 2] —R of(t) - sind(t).
Par analogie, en ordonnée on troay@) R cos[6(t) + 2] - dw/dt —R of(t) - coso(t).
On note queR - sinB est I'abscissk et queR sin[(t) + 172] = R cosg est I'ordonnég donc les résultats
précédents somi(t) = —x(t) w’(t) + y(t) daydt etay(t) = —y(t) «f(t) — x(t) dw/dt.
On a une soustraction des coordonnées de deu>e§é§51> = (_y)((t()t) d;(yj(;t) —(;8 2)2)28)
La premiére fleche représentacktélération tangentielle(tangente a la trajectoire) et la deuxiéraedélération
centripéte (dirigée vess le centre).
La fleche accélération est décomposée en accélévatcentripéte et accélération tangentielle
Le théoréme de Pythagore donne le carré de la éamgies fléches. Ici cela donne (dw/dt)® + (y - dw/dt)? qui
se développe puis se factorigé € y?) (dw/dt)’ = R? (dw/dt)® = (R - dw/dt)’ pour l'accélération tangentielle et
(x &P)? + (y )2 qui se développe puis se factoriseH y?) w' = R ' = (R «f)? pour l'accélération centripéte.
L'intensité de I'accélération tangentielle Rst|dw/dt|, soit le rayon multiplié par l'accélératiorgataire.
L'intensité de l'accélération centripéte Rst’, soit le rayon multiplié par le carré de la viessgulaire.

a’ = R|du/dt]|

Fig. 08a Mouvement Position
lent ralentiw< 1rd s

Sens (bl

| mouvement

al = o
- Position
R |dwy/dt| Angle 8

N Rayon =R

Y Accélération

A, cintripéte
d \
- va =R«

Sens (L Accélératio/n\/

mouvement Fig 08b Mouvement lent

accéléran< 1rd s

Rayon =R
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Position ‘
Accélération Angle 6
tangentiellea”

= R |do/c] Rayon =R

Rayon
\\
\\
\\
\\
\\
\\
Sens d
mouvement
\
\\
\ sy 7 .
Accélération
\ cintripéte
. o a =R
| Accélération
\\ ///
\ P
\ e
\ .7
\ g
\ e
\ 4
\ e Fig08c Mouvement rapide
N I accéléréo< 1rd s

Accélération
tangentiellea”
= R [dal] \

Position N

Accélération
Sens d&
mouvement .

Accélération .-
cintripét@/’
a =Ra

-
-

Fig.08d Mouvement
rapide ralentico> 1rd s
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809 Les unités en cinématique

Unités simples

Elles ont initialement été définies chacune a pditin étalon matériel. Voici les définitions deugel'entre
elles.
L'unité d'espace est Le metreléfini comme la 40 millioniéme partie d'un cengléridien terrestre (figure 05a).
L'unité de temps est la seconddéfinie comme la 24 x 60 x 60 = 86400e partiealw golaire moyen, celui-ci
étant le temps séparant deux positions zénithateessives du Soleil (figure 05b).

Grandeur sans unité ou unité 1
En trigonométrie (figure 05c et tableau 05a), dam&riangle rectangle, un sinus, un cosinus outangente est
un quotient entre deux longueurs. Or la traditidor{gine philosophique) était de ne jamais défime nouvelle
grandeur par une division. Pourtant, I'intérétal@iponométrie est que ses grandeurs sont intagapuand on
change d'unité de longueur pour mesurer les figlr@sexemple, avec un angléimité par une hypoténuse de
3 m et un cbté opposé de Ik nous écrivons sia :1éz—nr1n =0,4. Ce 0,4 n'est pas accompagné d'une unité.

En effet, toute conversion d'unité (tableau O5zgradition que I'unité soit la méme pour le dividers le
diviseur) donnera le quotient 0,4. Par exemple
12m_12dm _ 1200000 um _0,0012km
3m 30dm 3000000um 0,003km
Recopions ces formules uniquement avec les unitésettant 1 comme valeurs numeériques :
m:dﬂ:m:k_m: .o=1.

dm pm km
Une division d'une unité par elle-méme n'a donc pade nom. On dit improprement que ces quotients ...
n'‘ont pas d'unité !

sina= = etc.

unité d'un sinus

Unités circulaires
Il s'agit des unités d'arc et d'angle. Leur débnitrésulte de traditions anciennes diverses.
Elles sont résumées dans le tableau de proporfion 0
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Méridien

">~ _longueur

1 unité de

~

Fig. 09c : trigonométrie

Equateur
Pole )
sud Fig.09a
Proportion
En biais OH=1 ON OM
Horizontalement OC = cosinus 0Q OoP
Verticalement CH = sinus QN PM

Tableau 09a : trigopnométrie

Soleil au plus haut

.

Soleil auApIus haut

3

N

s s, 24x60 x 60 = 86400 secondes plus tard” \
: " Fig. 09b ' '
Unités km m dm um
Définition des sous-multiples 0,001 1 10 000 000
Conversions 1 | 1000| 10000 1 000 000 000
Coté opposé 0,0012| 1,2 12 1200 000
Hypoténuse 0,003 3 30 3 000 000

Tableau de proportion 09b (en noir : les énoncés)

Proportion
cercle Arc de
Nom
complet cercle
Tour 1
Demi-tour 2
Quart de tour 4
N-ieme de tour | N
Minute horaire | 24 x 60
Seconde horaire 24 x 360(
Degré 360
Minute d'arc 360 x 60
Seconde d'arc 360 x 3600
Radian 21
Longueur 2TR
Aire de secteur | TR?
Tableau 09¢c

(divisions du cercle)




10.

11.

12.

27

810 Usage des exposants pour exprimer les unités

Unités simples
La regle générale est de faire avec les unités lem€mes opérations multiplication et division qu'avedes
nombres Par exemple
I'unité standard des aires est le métre carn@®> % 1m - 1m,
I'unité standard des volumes est le métre cum@£1m-1m-1m.
En général, la définition des puissances succesdigda méme unité se définit comme chez les nasnbre

(tableau 06a) : $ est au moins égal .
La méme démarche (tableau 06b) démontre p@ig au moins égaux a.

On souhaite étendre cette identité & la puissammand on souhaite qua®* - m? =m**%donc (al. 2) que

m’. mi=m - m9 donc que, aprés une division des deux membrenfidm’ = m| . La puissance 1 d'une
unité est cette unité

La puissance zéro d'une unité est 1en effet, nous avoms® m? = m®~P=mP, ce qui aprés une division des

deux membres pan” démontre quéa puissance zéro d'une unité par elle-méme est tité 1: .

Le tableau 06c démontre pquau moins égal a .

Sip =1, selon I'al. 4m' s est par définitiom s, soit (n s)*.
Sip =0, selon l'al. 5m° <” est par définitiorl. 1= 1, soit (n s)°.
La multiplication de deux unités a la méme puissarcest cette puissance de leur multiplication
Quotient d'unités
On souhaite que l'identité de I'al. 3 soit éteraueasn® %" %= mP donc quem®~% - m9 = mP donc que par une

m®

division des deux membres paft | mP~9=—| .
m

Unités composées

. . . —_ p
Vules al. 3 et 9m° s 9. s'=mP, donne par division des deux membrespamP s 4 =%

Unités cinématiques
L'unité de vitesse est définie par le tableau Q&dormuleV, :% réécrite avec les unités, celle de la vitesse

étant une inconnue, devientV, u =%. Pour 1 métre et 1 seconde, il visht=1 donc 1 =11—'2 soitu = %

L'unité d'une vitesse estﬁg =ms?.

L'unité d'accélération est définie par le table@d.Qa formulea, =% écrite avec les unités, celle de la vitesse

xms? 1ms?

étant une inconnue, devienta, u = . Pour Im st et 1 seconde, il viert, = 1 donc 1u = soitu

= mslsl=ms2|Lunité d'une accélération estries > :% .

Recherche d'une unité composée inconnue
On étudiera (§09) la formule =m a Sim est une masse &g eta une accélération en s alorsF sera erkg
m s et cette unité composée est appeléeigton.

On étudiera (820) la formule = GM'OOF est emewtons metm'enkg etR est une distance en. On a

R

I'équation chez les unitélsg m s = u kg? m~ dont l'inconnue est l'unité deG. Une multiplication des deux
membres pakg™ m? donnekg m s?kg?m? =u donc l'unité de la grande@ estkg™ m*® s
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Enoncé Puissanee® Multiplicateur Associativité Conclusion
mP.m="? m..-m m m..-m-m =mP*?
m écritp fois m écrit 1 fois m écrit p + 1 fois
Tableau 10a
Enoncé Puissance’ Puissancen’ Associativité Conclusion
mP.mi="2 m..-m (m...-m m..-m-m..-m =mP*q
m écritp fois m écritq fois m écritp + q fois
Tableau 10b
distance] Temp$ vitesse| Temps
X t V t
\ 1 A 1
Tableau 10c Tableau 10d
Enoncé Puissancd’ Puissancen’ Associativité Conclusion
mP.&=2? m..-m (.. 3 m-s.. m-s =(mg9P".
m écritp fois s écritp fois m s écritp fois
Tableau 06e
1m ﬁlrezz
m im Volume
=1m?
< 1 > 1 mN
m <>
. ) Im
Fig. 10a: le
metre carr Fig. 10b : le
meétre cub

ATTENTION : I'addition ou la soustraction ne peut se faire que dans la méme unité
(souvenons-nous de la maxime "on additionne paslimsx et des carottes")
Le résultat est dans cette unité.
Exemples : 18@m + 25cm = 205¢cm ; 180cm — 25cm = 165cm.
C'est un cas mathématique delistributivité :
180cm+ 25cm = (180 + 25m
180cm — 25cm = (180 — 25km
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811 Tracage par le corps en mouvement de la vitessede |'accélération

Tracage de la vitesse quand elle est constante
Si on suit le corps pendant une seconaéors une des formules sous le tableau §03a dorn¥, - 1], doncil

parcoure une distance numériquement égale a la séte
Note :le 1 de cette formule est srconde
Mouvement sur une droite

Si l'accélération est constante et si la vitessialie est nullesi on suit le corps pendanﬁ secondealors la loi

de Galilée donnz = 1/2a, \/52 =ac- 1 don, doncil parcoure une distance numériquement égale
a l'accélération
Note :le 1 de cette formul est eeconde

Mouvements sur un plan
Sur une trés ancienne idée des architectes, unenmnt plan est décomposé en deux mouvementsgeesli
(figure 07b). Les couleurs des constructions géoqéts pour la vitesse (en bleu) et I'accélératangris) sont
respecteées.
Sur la figure 07b, dans le triangle rectangle MB®glique le théoréme de Pythagore. Si on nomme
respectivemen eta les longueurs des fleches vitesse et accélératars avons
VZ=V2+Vy?eta®=a’ +ay” :le carré d'une vitesse ou d'une accélération esy@l & la somme des carrés
de ses coordonnées

Mouvement dans I'espace
On imagine facilement qu'une troisieme coordont#eote, intervient et joue le méme réle que I'esscet
l'ordonnée (figure 07c). La figure est dans I'espetadessinée en perspective. Les couleurs defrgctions
géomeétriques pour la vitesse (en bleu) et I'acatits#r (en gris) sont respectées.
On peut écrire
VZ=V2+Vy?+V, eta®=a” +ay” +a,”. La régle précédente s'applique dans I'espace
Démonstration : les triangles MQH et MHP sont ragtas respectivement en Q et en H. On a donc
successivememIP?=MH? + HP? =MQ?+ QH? + HP?=V,” + Vy * + V,’m

Vitesse moyenne et instantanée

On a vu au 804 que lim, OMh_MQ = V,(t). On peut reprendre une démonstration analoguwedamnée

et en cote et démontrer les formule&ﬂmﬂﬁ%—_ﬂn =Vy(t) et lim,_, ogﬁ%ﬂg =V,(1).

—

Les trois valeur¥/,(t), V,(t) etV,(t) sont les cordonnées d'une fleche du vecteur (@83seV (t).
Accélération moyenne et instantanée

On peut répéter ce qui précede a partir de la matimccélération moyenne pour définir 'accélératio

instantanée.

o ST WD)

=a(t). On peut reprendre une démonstration analogwedemnée et en cote et
démontrer les formules lim, ¢ Vy(T+h) - V(D) _ a(t) et lim, _, Ow = a,(t).
e

Les trois valeursy(t), a,(t) eta,(t) sont les cordonnées d'une fléche du vecteurvqmseg(t).
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Fléche Fléche
représentant  représentant
l'accélération la vitess:
4 2
Temps Temps Temps
zéro \/'2 seconde 1 second
Fig. 11a en 1 dimension

Axe des abscisses

Son
ordonnés
Son
ordonnég
\
B’
c \/_2 seconde
Son Son
abscisse absciss
Fig. 11b en 2 dimensions
7\ -7
Sa cote -7

Son

Plan xz

! |
'Son!
orplonnée
1
Son ordonné

Fig. 11c en 3 dimensions
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§12 Initier a la dynamique

Comment Isaac Newton a-t-il convaincu ses conteaipside sa définition de la notion de force, nulensait.
Cependant, au moins un élément du contexte culteréteuvre du grand savant est sdr :

dans le monde anglo-saxon du XVlle siécle, une faxden anglaisstrength était un pouvoir d'accélérer les
corps, etun pouvoir qui ne se consomme pas quand il est exé.

Aussi pouvons-nous imaginer un scénario a partoatie idée.

La scéne se passe dans la salle de réunion hibitieelaRoyal Academy of Sciendendée en 1660. Newton
propose a son auditoire deux expériences de parfséele mettre a contribution la logique persolenéés gens
de l'assistance.

Soient deux voies de chemin de fer de mine paesliét horizontales. Sur chaque voie est posé uorway :
appelons-le A sur la premiére ligne et B sur lautes deux wagonnets sont cote a cote, identigiges, et ont
tous les deux dix unités de masse.

Note. A I'époque, les unités de mesure des grandeursogs sont familiéres, le métre et le kilogramrae p
exemple, n'étaient pas encore inventées. Par ¢damseconde était déja une unité de temps connteud le
monde. Pour éviter un anachronisme, je ne nommeasal'unité des masses.

Note. Une masse se mesure avec une balance (6i§dje

Les expériences de pensée consistent & demandak @niheurs ou a deux volontaires de pousser lgenveets
pendant un temps donné avec une force ajustéeoptemir une vitesse donnée, donc obtenir une aatielé
donnée (figure 09a).

Premiere expériencée wagonnet A reste vide et le wagonnet B et léesgby'il contient font 20 unités de
masse. Aux deux mineurs on demande de donner avovelgonnets la méme accélération. Aprés quelques
répétitions, ils y parviennent (figure 09b).

Newton demanda : Quelle estftace de poussée la plus grande ? A lI'unanimité du pudliéponse fut le B.
Newton demanda : Et combien de fois plus grandd'@nanimité du public la réponse fi¢ux fois

Deuxiéme expérienc®n vide le wagonnet B. Aux deux mineurs on demateldonner au wagonnet B une
accélération triple de celle de A, c'est-a-diraprés le méme temps de poussée la vitesse acquiBespit
trois fois plus grande que celle acquise par Aéapquelques répétitions, ils y parviennent (figl®e).

Newton demanda : Quelle estftace de poussée la plus grande ? A l'unanimité du pldliéponse fut : le B.
Newton demanda : Et combien de fois plus grandd'@nanimité du public la réponse fubis fois

Pour expliquer les résultats de ces deux expérseN®VTON proposa deléfinir la force de poussée en

multipliant la massen par I'accélération produite ce qui donne la IdiF = m a.

Une force est définie en multipliant la masse ac@ ke par I'accélération qu'elle produit
Unitésactuelles: si la masse est &g et I'accélération em s 2 alors la force est edewtons(N). On a donc

lidentité[N =kg m s 7.
Le poids des corps est la cause de leur accélénatis le bas quand il chute, donc est bien dacadee de cette
théorie. On a donc leelation entre poids et mass oug est |'accélération des chutes libres (803).
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» Droite graduée oaxe

Temps de pouss Distance de roulement libre

Méme temps de pous: § Méme distance de roulement libre
> donc méme accélérati ‘ donc méme vitesse acqu -

Fig. 12b

Temps de pouss Temps de roulement libre
; Distance de roulement libre

i {20kg
Méme temps de poust Méme temps de roulement libre; Distance triple de roulement libre, donc
e ‘ vitesse acquise triple, dongc.-----.
;> acceélération triple :
Fig. 12c
Tare A
N N I:I_uJ:. ¥
0
Premiére pesée Fig. 12d: double/pesee.
La masse mesurée est la
Tare solutionm, de I'équation
(Bt e e

0

Deuxiéme pesée

Crédit :http://crefoc.tripod.com/Benletaief/fiph101.htm
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813 Tracage par le corps en mouvement de la vitessede |'accélération

Mouvements sur un plan
Si on suit le corps pendant une seconde commelsialait cessé de vaiealors une des formules sous le

tableau §03a don, doncil parcoure une distance égale a la vitesse

Note :le 1 de cette formule est saconde
Si la vitesse initiale est nulle siton suit le corps pendanﬁ seconde comme si elle avait cessé de yaiers

la loi de Galilée donne = 1/2a, \/_22 =a- 1 don, doncil parcoure une distance numériquement
égale a l'accélération
Note :le 1 de cette formul est eeconde

Mouvements sur un plan
Note : les deux fléches vitesse et accélératiomestorientations en général indépendantes.
Sur une trés ancienne idée des architectes, unenmnt plan est décomposé en deux mouvementsgeesli
(figures 10c et 10d). La position initiale est eis @t la finale en bleu. Dans le triangle rectarlgBC s'applique
le théoreme de Pythagore. Si on nomme respectivievhetra les longueurs des fleches vitesse et accélération,
nous avons
VZ=V2+Vy?eta®=a’ +ay” :le carré d'une vitesse ou d'une accélération esy@l & la somme des carrés
de ses coordonnées

Mouvement dans I'espace
On imagine facilement qu'une troisieme coordont#eote, intervient et joue le méme réle que I'esscet
l'ordonnée. Les figures 10e et 10f sont dans lespadifficiles a dessiner.
VZ=V2+Vy?+V, eta®=a’ +ay” +a,". Le carré d'une vitesse ou d'une accélération est &igh la somme
des carrés de ses coordonnées

Vitesse moyenne et instantanée
On a vu au 804 que lim, OMh_MQ = V,(t). On peut reprendre une démonstration analoguwedamnée

et en cote et démontrer les formule&ﬂmﬂ@%—_ﬂn =Vy(t) et lim,_, Ogﬂr)]jﬂ = V().

Les trois valeur¥,(t), V,(t) etV,(t) sont les cordonnées d'une fléche du vecteur (@83se ).

Fleche
représentant
la vitess
. xe des abscisses
(4
Temps Temps
zéro 1 second
Fig. 13a en 1 dimension
Fleche
représentant
I'accélération
e é) A -
> Axe des abscisses
%
Temps Temps
Zero A[2 seconde

Fig. 13b en 1 dimension
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A
Son

ordonnée

1 seconde

Son abscisse

Temps

c
Son \/§seconde

absciss

Fig. 13c tracé de la fleche
vitesse en 2 dimensions T

>

Fig. 13d tracé de la fleche
accélération en 2 dimensions

Sa cote

S Son
___________________ ’ absciss

Fig. 13e : tracé de
la fleche vitesse
en 3 dimensions

\ 4
v

n/é seconde

]
| 4 Son
absciss

Fig. 13f : tracé de la
fleche accélération
en 3 dimensions
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814 Forces et vecteurs

Newton fut avant tout un mathématicien, notammengéometre. A cété des voies de chemin de fer de,ni
faut imaginer un repére du plan orienté n'impoaiment par rapport aux rails (fig. 12a).

Newton ignorait la notion de vecteur, mais considéyue toute fleche paralléle, de méme sens piéire
longueur a une fleche donnée représentant une feptésentent aussi cette force.

L'invention du vecteur fut tardive dans I'histailes sciences.

Il'y eut plusieurs tentatives qui échouérent a ealesl'hostilité de nombreux scientifiques a celte.

En France notamment, la tentative de Fresnel fidreénent critiquée par un autre Frangais, Poisson.
C'est pourquoi nos éléves ont tant de peine & camdpe la logique des vecteurs, d'autant plus que de
obstacles psychologiques sont a surmonter.

Premier obstacle : un vecteur ne peut pas étréndessais seulement une ou quelques fleches laragamant.
L'autre obstacle est que si de nombreux élévesaskaite avec les vecteurs en géométrie purpeitent a s'en
servir pour représenter une force en physique.fiehsur ce théme des forces, les deux disciplyaaissent
dans leur esprit indépendantes l'une de l'autre.

La fig. 12a montre gque tout se passe comme sidas domposantes représentéesFT;ZaetF_;, se comportent

— — —
comme deux vraies forces simultanées (§11) et onators que le vecteuF est la sommeéy + Fy.

Bien entendu, les vrais mouvements se font dame espace a trois dimensions. Il faut alors imagipe la

N
force ait une troisieme composante en cote, reptésgar une fleche du vectdty. La figure est difficile a

— - - =
dessiner (fig. 12b) et on peut écrire que le vecteest la sommeéy + Fy + Fz en suivez les fleches rouges en

trait plein.
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Fléches appartenant au vectd_ﬁ)w
Fléche appartenant au vecterir

représentant la composante en
ordonnée de la force .
représentant la force

N
eches appartenant au vectéuy
présentant la composante en

bscisse de la force

Fig. 14a

Cote

N eche du
Fleche du_ vecteur F
vecteurF
Fleche du | Ordonnée
vecteurF g

N
Fléches du vecteulF v
Fig. 14b

Abscisse
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§15 Moment de force

Le moment d'une grandeur vectorielleest l'aire du parallélogramme construit sur limegdu repére,
I'empennage et la pointe d'une fleche du vecteur.

Fléche dai = (:x) \ P
y
y /%s de la //
Fig.15a _ Fig.15b
Moment = aire = Moment négatif
XW—yu=

.

y U, ‘ 'E

Fig.15¢
Moment positif

Fig.15d
Moments égaux

Les figures montrent la définition, la conventianggne et l'invariance du moment pour les flechas vecteur
donné portées par une droite donnée.

La vitesse du moment cinétique (la grandeur egtdase) est le moment de I'accélération (paragré&ph
Multiplié par la masse, on obtiemt(x & —y &) =x m § —y m & =X Fy —y F, = moment de la force.

En mouvement circulaire, le moment de l'accélénatientripéte est- (-y - &) —y (- x - dw/dt) = 0

et le moment de l'accélération tangentiellexest—x - dw/dt) —y (y - dufdt) =— (¢ +y?) - dw/dt.

On en déduit deux moments de force, I'un est célmeforce centripéted'intensitéFL =m R« de moment
nul et d'undorce tangentielledintensité=” = m R|duw/dt| et de moment R - dadt.

Définition : lemoment d'inertie est la quantitd = m R du point matériel. Son unité estkdg m?.

On obtient I'analogue en moments de la définitiemNeéwton de la forcé dw/dt = .4 aveckH =X F, -y k.

Les systémes physiques ne sont jamais contenusudgrian, mais ont une troisieme dimension. Lesrég
page suivantes montrent comment les moments sdrmisrdimensions considérés : comme fidehe moment

0 0
paralléle a I'axe des cotes, donc de coordorﬁ@e}et pour le moment d'inetrtEa 0 j
M mR?
Lorgu'on passe du point matérialisé a un systétigesguelconque, on additionne membre a membre les
équations précédentes. La distaRagevient alors celle séparant les points en mounede|'axe des cotes :

YmRdwdt= Y m R;) dodt = 3 AL

systeme ysteme causes

Comme pour la définition de Newton de la force,f@sments sont classés selon l'appartenance desscaus
systéme. Pour les causes internes, sachant lesfi@rciproques deux a deux opposées, et a I'exxldss
forces exercées a distance, les points matérigisémses, molécules) concernés a la fois trésspadtién contact,
additionner deux momenks Fay —Ya Fax etXg Fgy —Yg Fex @Ve€CFAxouy OPPOSE & fx ouy €t Xa ou 8 COMMEYA oy

g trés proches donne zéro, donc il reste I'adddeEsmmoments des forces dont les causes sont exetaa
systeme.

D'une part) devient I'addition > m R oui lesR sont les distances séparant les points en mouvatadiaxe des

systeme

cotes et d'autre part devient I'addition des moments d'origine extéedisauf cas de force internes a distance).
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Cette vis standard
définit le sens positif
de l'aire

Fig.15 a
Le moment cinétique
de rotation

-

d

Point matériel

Sa trajectoir

Fléche position

Fleches vitesse

Aire = moment cinétique

Fléche moment cinétique

- [Fléches accélérations

Aire (égales) = moment accélérateur

=P |oche moment accélérateur

— Fleche force

=P Fléche moment de force

>
%
>

Aire (égales) = moment de force

Sens de la surface

Fléche
deF

Fleche
1

Fig.15 a
Le moment de I'accélération

N

Flécpe
deF

Fig.15 a
Le moment de la force
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§16 Calculs de moments d'inertie
Principe : on décompose en pensée le corps etpetitrties de masseas @t distantes de I'axe de rotationRle
Chaque masse patrtielle est elle-méme proportiamagdion volume\dm = p dV.
Ce volume est lui-méme exprimé a partir des dinmarssgui sont I'éloignemenRdc I'axe de rotation, un art.d
et une épaisseuihd dV = dR dh dL donc dn=p dR dh dL. La part de moment d'inertie est donc
dJ=dnR=pdRdhd R.
Cerceau: R est uniforme, doncdidm est la constante® donc est la dérivée ae R donc on adopte

Jeercea=M K. Note : la masse du cerceaurast p dRdh L.

Disque (autour de son axe perpendiculaire)

On cumule les moments des cerceaux concentriquessitt@nt le disque. La part d'un cerceau sur lmnerd
d'inertie est d= dm R avec dans le réle derda quantitqi dR dh L. Le périmétrd. est 2R donc dn est la
quantitép dR dh 2 TR donc d = pu dR dh 2 TR? donc d/dR = p dh 2 TR, ici, p dh 2 Tjoue le rdle d'une

constante donc on adopte p dh 2 n% R =% udh R

L'aire du disque estR? donc dh TR? est son volume donedh TR? est sa masse donc on retient

Jdisque:% m K|

Cylindre (autour de son axe central)
On cumule les moments d'inertie des disques emgaléstituant le cylindre. La part d'un disque aumant

d'inertie est doncﬂ=% u dh R* donc d/dR =% unR ou% u TR joue le réle d'une constante. On a

On adopte dona]cy|indre=%m R|.

Cbne (autour de son axe)
On cumule les moments d'inertie des disques empiépart d'un disque au moment d'inertie est

dJ :% pdh R :% u dh tk* h* dd/dh :% uTtk? h) 01‘% u 1tk? joue le réle d'une constante. La fonct%)h5 a

h* comme dérivée donc on adoptel—lo u tk* h* donc Jcane=% u TR?|. Ce moment d'inertie est indépendant

de la hauteur du c6ne.
Demi boule (autour de son axe central)
On cumule les moments d'inertie des disques empitépart d'un disque au moment d'inertie est

dJ =% u dh 1trt. Mais (théoréme de Pythagoré= RZ —h? doncr® = (R* —h?)? donc
dJ/dh :% u T (R' — 2R2h? + h"). Les quantitég, TetR jouent le rdle de constantes. Inf,est la dérivée d% h?
eth* celle de% h® donc I'ensemble entre parenthéses est la détath — ZRZ% h? +% h°. On adopte

J =% H T[(R“ -2 RZ% h® +% h5). C'est le moment d'inertie d'une tranche de demiebentre sa base et un plan

paralléle situé & la hautelr Pourh = Ron obtien% HTIR (1 — 2% +% =% T8 RS%.

Boule

On cumule sur les deux demi-boules daﬂl)gme:% Il nR|.

58

Note : le volume d'une sphére 45tR* =28 1R donc sa masse ent=25- u tR® donc Jroue =2 MR
3 215 2 15 2
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Souvent, I'objet ne tourne pas autour de son centaxe de symétrie. Un théoréme permet de surmoetie
difficulté. Une masserd située a la distand@ de I'axe de rotation a un moment d'inertie
d=dnR=dn(C+y* +Z) =dnx+ dny?+dmZ =J, +Jy + J,.

Soitxg I'abscisse du centre de masse définie comme @oldé I'équatiom »; = dm x; avec

corpsi
m=> corpsi A ON ay. dm Xxg =Y. dm x donc). dm Xs —Y. dm x; soitY. (dm Xg — dmy X;) soit

2. dm (X —x) = 0.

Un artifice de calcul donng =Y dm X + (% —Xg)] >

Une identité ramarquable dondig= Y" dm [xs” + (X —Xa)* + 2 Xg (X —Xa)] -

Un développement donde= > dm x5 + Y. dm (X —xg)> + 2. dm Xg (X —Xo).

Parce que est facteur commun, le premier termeXsim X2 = (Z dm) X2 = mxg® soit la partie abscisse

J.c du moment d'inertie du centre de masse.

Parce queg est facteur commun, et vu I'al. XX, le troisieraetie est nul.

Le deuxiéme terme est le moment d'inertie par re@pon axe de rotation passant par le centre dsena
On résume : le moment d'inertie d'un systéme seileaén additionnant le moment d'inertie de sonreede
masse (moment d'inertie interne) et le moment diepar rapport a un axe paralléle passant paeotre de
masse (moment d'inertie externe).

Exemple : expression du mment d'inertie d'un diggprerapport a un axe hors de celui-cu mais damnpksm.

Mouvement By
de G

Axe de
\rotation
AY

S

J=mOG* + %mR2

Moment Moment
externe interne
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817 Exemples d'usage des moments

Corps au bhilan des moments nul
On a nullité de la quantitédw/dt donc conservation dkew. Une variation interne dé
occasionne une variation de la vitesse angutairezersement proportionnelle: Japres
Whpres= J W . Le tableau de proportion est lui aussi inversé.
Dans ce cas, our un corps conservant sa masseomgiacté par homothétie, la vitesse
angulaire est inversement proportionnelle au cderées dimensions.
UN EXEMPLE ARTISTIQUE
Un exemple spectaculaire se voit dans un ball@édéoou un concours de patinage sur glace : etiomten
écartant les bras le danseur augmente une parsienrdeoment d'inertie donc diminue sa vitesse amgualors
gu'en les abaissant, il I'augmente.
UN EXEMPLE ASTRONOMIQUE: LES PULSARS
Les pulsars ont été découverts en 1967 par JoBalyret Antony Hewish & Cambridge alors qu'ilsisélent un
radiotélescope pour étudier la scintillation deasgus. lls trouvérent un signal constitué de ceuntgulsions
de rayonnement se répétant de fagon trés réggtiérimde = 1,337 301 192avec une incertitude de mesure de
0,000000006). L'aspect trés régulier du signal plaidait pone wrigine artificielle. Vu que le temps qu'il
prenait pour réapparaitre était un jour sidérglaest un jour solaire, on a compris que I'objet astlié a la
Terre. On a vérifié également que le signal n'astli¢ aux satellites artificiels.Aprés nombre dedssions on a
admis que le seul objet naturel qui pourrait &sponsable de ce signal était une étoile a neutornsorps
constitué essentiellement de neutrons) en rotatipide doté d'un puissant champ magnétique. Seermass
1,4 fois la masse du soleil. Son rayon vaut 1,4anieme du rayon solaire.
Hypothése : lors d'une supernova, une partie gied'a'est contractée en éjectant l'autre partie favme de gaz
et de poussiére avec un dégagement d'énergie gsgget au point de donner une brillance proche ltlecdtane
petite galaxie pendant quelques jours terrestmesginons que la période de rotation sur lui-mévasse de 30

jours a 1,34 seconde. Alord— =Japes=___134s 5,2x 107", Le rapport des rayons est la solution
Wapres T 30 x 24[B600 s
i~ Rapres 14 A Rapres)? - @ i+ Rapres — W _ -7 _ 4_ 1
positive—22¢s de |'équatio —p—) =—soit—Ares = [— —\/5,2 x107=72x 10 "=——. Les
R R Wapres R Wapres 1387
dimensions de la partie effondrée sont divisée< par.
(*)a_m, J (*)aprés R2
w Japrés w Raprés?
Proportion inverse Proportion inverse
Tableau 16a Tableau 16b
Conservation du Conservation du
moment cinétique moment cinétique
Proportion Note
Temps| Tour§ Distance de propagatijon Phase
1 f ouvy c c= wtes;se de propagatlon
W = pulsation
T 1 A 21 A = longueur d'onde
1 n n= nombre d'onde
1 :
Touh N L 5 Pas de symbole ni de nom standard
Tableau 16¢

Grandeurs ondulatoires
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Corps au bilan des forces non nul



10.

11.

12.
13.

14.

15.

45

817 Forces simultanées

Aprés de nombreuses expériences et réflexions meefies, Newton avagostuléque lorsqu'un corps subit en
méme temps plusieurs forcehacune accélére comme si les autres n'étaieneépeasre intervenues
La difficulté de ce qui suit est que le raisonnehmovisoirement va se détacher de la réalité pjugsitrouver
une conclusion puis revenir a la réalité.
On raisonneomme sles forces interviennent I'une aprés l'autre tefrinennent seulesomme sles autres
n'étaient pas la. Une force commence son actiolesaorps la dans l'espace ou les effets des peatesll'ont
laissé.

Polygone des forces.
La position initiale (fig. 11a) est & l'instant aéA cet instant-1a, la vitesse est nulle.
Imaginons la premiéere force isolée des autresrftisapropre accélération : le corps passe desiéigqoinitiale

a la 2e position e’dﬁn seconde.
Imaginons maintenant que la deuxiéme force intat\ser le corps la ou il est dans l'espace comrige si
premiére n'était pas intervenue donc comme sitéss® du corps est nulle.

Remettons I'horloge au temps zéro et suivons leveroent durant/Z m seconde, et le corps passe de la 2e
position a la 3e position.

Puis, remettons I'horloge au temps zéro et suilmnsouvement duraan m seconde, et le corps passe de la 3e
position a la position finale.

Dans ce raisonnement, les fleches rouges contmoegrent le déplacement que le corps ferait sideseforces

l'accélérait durant/2 m secondesans vitesse initialeEn effet, répétons-le, il faut toujours pensenoe si les
autres forces n'étaient pas encore intervenues.
La fleche rouge joignant la position de départefiead'arrivée montre I'effet total des trois f@@nsemble : une

accélération unique sans vitesse initiale pemj’e?r_m secondeCette figure est urpolygone des forces
Ce polygone traduit en formules pour un corps andlation donnerait

ma = Z erXté”eugystéme

Une invention géométrique importante : le vecteur
Raisonnons sur deux forces simultanées, numérbtées.
Que se passe-t-il si on permute l'ordre d'intervieamt des force® C'est indiqué par les fleches roses de la figure
11b. Nous voyons que les deux fleches représelataméme force (la premiére ou la deuxiéme) doieédret
paralléles, de méme sens et de méme longueur,
Donc ces fleches appartiennent au méeweur (§838). Ainsi les forces sont représentées (figure) chacune

par un vecteur, la premiére p%}et l'autre paE;.
Les figures 11b et 11c sont desrallélogrammes des forces
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2e position,

vitesse

initiale a

nouveau

.. nulle
Premiere " N

Position force ¥ Peumeme 3e position,
initiale, orce vitesse initiale a
vitesse initiale "~ ouveau null
nulle

Troisieme
. f
Fig. 17a: oree

trois forces simultanées

Position
pendant 2 m seconde finale

2e position,
vitesse initiale
a nouveau

Premiére nulle

Position initiale, force

vitesse initialé

nulle Force L
. Deuxieme
résultante
. force
Deuxiems
) force
Fig. 17b
2 forces simultanées J S ~... Position
remiere i
pendanty 2 m seconde finale,
force vitesse
initiale a
nouveat

| == Fleches appartenant au vect@{

" Fleche appartenant au

—> —
vecteurF 1+ F»

" Fleches appartenant au vect@)f

Fig.17c : représentation vectorielle
des forces
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8§18 Forces réciproques et centre de masse

On peut répéter ce qui précéde a partir de la mak@mccélération moyenne pour définir I'accélératio
instantanée.

Iimhﬂow = a,(t). On peut reprendre une démonstration analogwedamnée et en cote et

h
démontrer les formules lign, OMQ%__V@ =a/(t) etlim,_, Oﬁﬂh—ﬂﬂ = a,(t).

Les trois valeursy(t), a,(t) eta,(t) sont les cordonnées d'une fléche du vecteuréamﬁdng(t).

Vocabulaire : on appellgystémeun ensemble quelconque de corps.

L'idée des forces réciproques est née d'un ensatigxpériences tres simples (figure 15a) : un atrdesit A et
un barreau en fer B posés a distance et alignasmsusurface horizontale trés glissante, un polaneant face
a un bout du barreau. Une fois lachés, on voitiéesc objets SIMULTANEMENT S'ACCELERER (fleches
noires) l'un vers l'autre. Les forces responsadmes ditesorces réciproques

Si les masses sont différentes, on voit I'accétratu plus lourd plus faible que celle du pluselég

En apparence, A exerce a distance sur B une foiBeser A une autre (fleches rouges) de sens opposé
Hypothése fondamentale : entre deux corps les forseéciproques sont deux a deux opposées

Pour chaque partie A d'un systéme la définitionfdeses selon Newton (§11) donEeB Fa2c = Ma aa OUan,

est I'abscisse de l'accélération.

Additionnons membre & membre en parcourant toetepdrties A du systéme :
B _
z Adu syslémeZ causes BFA x = z Adu syslém!;nA an.
Ces forces sont physiquement de deux naturesiffésedtes.
Les forces d'origine interng exercées par les parties du systéme les unésssamtres sont d'apres l'al. 8 deux a
deux opposées, donc leur somme est nulle. Il cesteles forces d'origine extérieurell reste

B
Fax = My &
z Adu syslémeZ causes extérieures B A X z A du systeme A CAX.

Fa2, est la somme des forces subies de l'extérieuepstéms.

E extérieur
- X
causes extérieures B

Concrete memz systeme

; > ; ; extérieur —
Mais (§11) a droite on doit aVOE FX systeme— msystémeax systeme

Ma Aax = = Meysteme@ x systeme

A du systeme

Par analogie, définissons pnint géométrique G d'abscissgg solution de I'équation
> Ma Xa = MsysiemeXc €1 NOmmons-leentre de masse

A du systeme

Exprimons la vitesse instantanée derGysemets(T +h) =2,

Comparons les al. 14 et 15

My Xa(T + h) moins

A du systeme

msystémeXG(T) = Z Adu SyslémIeT]A XA(T) donnen”‘systéme' (XG(T + h) _XG(T)) = Z Adu systémEnA (XA(T + h) _XA(T)) .

Divisons par le tempsn_’]systéme . ﬂﬂg_ﬂg = z ma Mﬂlz_ﬂlz .

A du systeme

A la limite quanch — zéro,Y Ma Vx a(t) = MeystemeVa(t)-

A du systeme
Une répétition de cette démonstration, ou la vitgsae le réle de la position et I'accélérationiicde la vitesse,
donne directement la formule de l'al. 16 & conditiddentifieray sysiemetay -
En cas de chute libre (fig.15b), méme si le systiame sur lui-méme, le centre de masse suit exatt le
méme mouvement que le systéme quand il tombe esidtaon. C'est pourquoi la fleche choisie du vecte
poids pour le représenter a habituellement son engge sur le centre de masse, que pour cette ress@ppelé
aussicentre de gravité
D'aprés I'al. 14n peut calculer la position du centre de masse patocs (figure 15c).

& = Ma Xp ... T m = Xg1 ... T .
MsystemeXG ZAdu bloc 1TA XA ZAdu blod\ I XgA = Mbioc 1 X G1 MplocN XGN

Un cas particulier est la superposition de touséegres de masse. AlargyemeXs = (Mbioc 1 -+ + Mbiocn) Xbloc 1
donc, vu que la masse du systeme est la sommeaisesnde ses blosg, = X, 1 donc G est confondu avec les
centres de masse des bld8sle centre de masse des blocs sont superposélg dont sur le centre de masse
du systeme.
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Piece en fer B

Fig. 18b

N e
Fleche du vectewr

Masse
Aimant A

Me1 Xe1 + Ma2 Xg2 + + Mg Xg = (Msysiemd X

‘Fleche du vectew 5

\ N — B
Fleche du vecteu 5

. N —_ B
Fleche du vecteu 5

Fig. 18a

r"f v E’Poids
' |
|I\ |
\, [
", I_— _—
. _ < 7
Trajet du point Mﬁ, | —
|
|
v

Trajet du point G

Fig. 189

Fig. 18f

On divise le systeme en paires de parties symésigar rapport au centre de symétrie. Un blocast dne
paire de parties 1 et 2 (fig. 15h). Le centre daé&tyie O a comme coordonngégsolution de I'équation

Xo — X1 = X2 —Xo (il est & méme distance des deux parties de fa)pai

Une addition deg et dex,; donne g = X; + Xo.

Par définition du centre de masse d'une paifgeXs = My X + My X,.

Mais par symétrien; = m, et Myaire= My + My dONCMyaire= 2 My dONC 2My Xg = My X + My X, donc

2 Xg =X + Xo.

Les al. 24 et 26 donnerg = xo parce que ces coordonnées solutions de la ménagicégu

Les centres de masse des paires étant superpasé®sce point O est centre de masse du systeme.
Les corps a symétrie centrale ont le centre de masst le centre de symétrie confondu@ig. 15d a 15g).
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819 Leviers et moments de force
L'expérience de la figure 16a est aussi anciened'lqumanité. Dés que celle-ci savait compter iet fdes
multiplications, on avait remarqué que cet outid fevier — permettait de soulever des chargesiEsigu'un
humain aurait été incapable de faire.
Dés l'invention des balances — qui sont des leyiarsculiers — on a constaté I'égalité des mudtitionsx ms et
y mp oumg etmp étaient des masses suspendues a gauche et fifyaie 16¢ sans les fleches rouges ni les
surfaces grises).
Des l'invention du concept de force — qui est umvp@ d'accélérer les corps (809) — par Newtonema déduit
I'égalité des produits Fg ety Fp (figure 16c¢ sans les surfaces grises).
Or, si la barre est horizontale, ces deux multiians donnent chacune l'aire d'un rectangle 1fidp).
La généralisation la plus naturelle est (figure)l1&ire des parallélogrammes gris.
La comparaison des aires dorfgex sinf3 =Fg y sina.
De plus (figure 16d) on a sin= sin. En effet, on a + 3 = 180° d'ou le construction et l'usage de la syimét
dont I'axe est celui des sinus. Cela nous laisskde entre les angles intérieurs ou extérieurs au
parallélogrammes de la figure 16c.
On retrouve alors le résultat expérimental denkli3, a savok Fg =y Fp.
L'expérience de la figure 16e montre que le chex alres ci-dessus a été un bon choix. En effehars les
anglesa et sont différents, et en tenant compte des incegiudes mesures, il n'y a pas eu de contradiction
expérimentale.
Usage de l'algébre : avec le cercle trigonométripuka figure 16e, on définit un sens positif degl@s. Ensuite,
dans la formulation on convient de I'ordre dansiédnterviennent la force et le segment de drexitee le point
d'appui et le point d'application de la force. Bnie segment de droite doit étre orienté.
Ainsi, o est compté positivement @hégativement et les segments orientés choisidesafieches (O , D) et

(O, G) qui appartiennent respectivement aux ves@D et OG.
On écrit alors les momenlidg = oGO EG etMp = ob D?D. Comme ils sont algébriquement opposés, on peut

écrireo_é O EG + O_IS D?D = 0. C'est ldoi d'équilibre des moments de force

L'intervention du sinus est pratique parce qustilde méme signe que I'angle (figure 16d).

Cette modélisation peut s'appliquer a toutes leesale leviers soumis a deux forces ou plus.

Sur la figure 16f, les aires des trois quadrilaéd®IAB, OMCD et OPFE sont égales (837) tout comase |
longueurs des fleches de méme orientatfonB), (C , D) et(E , F), donc ces trois fleches appartiennent au
méme vecteur (838), donc représentent la méme.fbesetrois moments de la force représentée pdiedes
sont égaux. On parle parfois decteurs glissantsmais cette expression n'est pas partout adoptée.
Appliqué a la figure 16e, les fleches (O, G) et, ¢ d'une part et (O, D) et (D , E) d'autre amit identiques

donc appartiennent au méme vecteur, soit respentiniOG = GH etOD = DE. On peut donc écrire

Mg = GH D?G etMp = DE D?D. Dans la pratique, pour le choix des angles tiada 7, on a adopté les
angles extérieurs aux parallélogrammes.
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§20 Usages théoriques des moments

L'expérience de Cavendish
Sur la figure 17a, A est une masse sphérique delplB en est une autre et C équilibre la barre $adte que le
systéeme S composé de A, T et B reste stable etdmail.

Le premier objectif de I'expérience est de savida Bi de newtorF*s = GmEQ—gb est ou n'est pas fausse.

Le deuxiéme objectif est, connaissBnE”s et les masses, d'estimer numériquement la corsti@mgravitation
G de la loi précédente.

Le fil tordu a tendance a accélérer la rotatiorsdkans le sens D. L'attraction de B par A a terelareccélérer
la rotation de S dans le sens E.

Quand S est immobilisé, les momentss dit moment de torsionet.#”"s sont opposés. Pour le premier il faut

—>

que I'empennage de la flechefds soit exactement sur le contact entre le fil didare T et alors la distance a
I'axe de rotation apparaitrait nulle donc intuithent le moment(" s serait nul, ce qui est contredit par
I'expérience.

Le poids F "%, n'accélére pas S en rotation. Son moméHt; est donc sensé étre nul.
Par contre l'empennage de la flecherdd; est facile & situer. Connaissasit' ¢ (Ia valeur absolue de™ ) etr,
I'expérience permet la mesUTfés : I'égalité des moments non nuls doffiég| = r F*s et une division des deux
membres par donne | 4" 4|/t = F"s.
Une multiplication pam, mc / R? des deux membres de la formule de Newton (aloBhe un moyen de

A 2
chiffrer la constante universelle de gravitat®rr ﬁ

A .
Hooke, un contemporain de Newton, a étudié de dépéend le moment de torsigfl' ». Il a expérimentalement
établi la loi .#" , = K 6 ou18 est I'angle de torsion entre la position de el sa position au reposketine

4
constante. Il a démontré aussi la fornkile CdT oud est le diamétre du fil ét sa longueur. Le coefficie@

est nommémodule élastique de torsion

A partir de la masse volumique d'une roche comnatiimi rayon de la Terre, Hooke estima sa masse a
Mrerre = 6 X 16* kg.

A partir de l'accélération de la pesantgur 9,81 m 52 et de l'identification de la force d'attractior pmterre

avec le poids des cor@aMere = m, g, il obtient une prévision d& autour de 10" m* kg s ce qui lui a

Terre
permis (al. 20 et 21) un bon choix du fil de torsiSon résultat expérimental a && 6,67 x 10" m* kg s
La boussole
Sur la figure 17b il est impossible de choisir lesrdeux parties nord et sud de l'aiguille I'empgiendes forces

E’champ

=g . . e . . N
représentées pdr champ, g€t Asut- Suspendue sur un fil en torsion l'aiguille estrese & deux moments

M" , opposé &, = HAme o+ MR (L, ces deux derniers étant supposés égaux.

Sur la figure 17d est montrée I'analyse des fasaesine poulie ou un tambour de treuil. Le cercle
trigopnométrique définit le sens positif des rotaioEn M est soit un axe de rotation libre (défimit .#4*% est
nul), soit frottant (le moment de I'axe s'oppose @tation) soit lié mécaniquement a un moteunitenent

— — - —s
accélére la rotation). D'aprés l'al. 9o 8y, = F " *pet F %, = F "',
Un cas particulier est la rotation libre sur I'@tdimmobilisation d'une poulie. On a alors algébement#" *,
+ M"2, =0 doncRF" ', —RF"?, = 0 donc=" ' = F"' %, : en statique une poulie en rotation libre change
I'orientation d'une force sans changer son intensit mécanique
Les poulies

Sur la fig. 17d, les deux aires sont manifesterddférentes, donc la poulie ou le tambour accéleearrotation.
a l'équilibre, il faut qu'elles soient égales, dgne les deux forces de traction du fil soient @égain intensité.

La poussée d'Archimede
La poussée d'Archiméde a un moment (figure 17ckylséeme est le bateau et son contenu. La poussédej
role du fil de la fig. 17d. A gauche le bateaustable et a droite on dit qu'il a du gite : il gwé cause du
moment de la poussée et se redresse.

La localisation du centre de masse

Le moment du poids est nul quand I'objet suspemrda fig. 17e, donc G est sur la droite qui sexxel'du fil.
Deux acccrochages en des point différents localiGed I'intersection.
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Fig 20a : Expérience de Cavendish Boussole
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—
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Fig. 20c
Moment de la poussée d'Archimede

Rotation

Aire = #PO%,

Si I'on suspend un objet & un fil, son centre de gravité est toujours situé a
la verticale du point de suspension (cette droite est appelée ligne
directrice). Si on suspend un objet & divers points, le centre de gravité est
donc situg a 'intersection des lignes directrices.

Poulie ou tambour

Systéme poulie
ou tambour P

s Cercle

Fig. 20d trigonométrique

Fig. 20e
Localiser un centre de masse
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821 Probléme de forces
. ” — .
Si un corps A exerce sur un corps B une force sgmtée par le vectelir " alors B exerce sur A urierce dite

— — g — —
réciproque représentée par le vecteli’, opposé au précédent:"s + F°, = 0. Ici, O est le vecteur dont
toutes les fleches sont de longueur nulle.
Un inventaire des forces change selon I'ensembt®ges sur lequel elles agissent et qu'on va apflele
systeme". C'est importent, parce qu'il faut sépaseforces exercées par les corps hors du sygterces
extérieures) des forces exercées par les corpgstinse les uns sur les autres (forces intérieuees)yi sont
deux a deux opposées.
Aprés on fait l'inventaire en se posant deux qaasti
a quoi touche le systemee?
gu'est-ce qui agit sur lui a distan®e
Apres l'inventaire des forces, on représente cleadlelles par un ensemble de fléeches paralléles\étee sens
et de méme longueur (838) qu'on appedeteur.

Les forces de contact

Tout contact est générateur d'daorce de contact Par exemple (fig. 18a) le vecteﬁ)r“p représente la force
exercée par la masse A sur le plateau P.
Pour représenter une force de contact sur unesfigeiplus souvent on choisit I'empennage de théélans la
zone de contact (fig. 18c).
Souvent on préfére mettre I'empennage ailleurgfeipahors du systéme — pour rendre mieux lisiblédure
(figure 18f).
Pour la méme raison, quelques fois c'est la paietia fleche force qui est mise dans la zone d&aco(fig.
18d).
En particulier tous les corps sont en contact daé&c On le sait parce qu'un courant d'air estbdgde faire
bouger un des corps R, P et A, c'est-a-dire dadeélérer. Mais méme sans courant, I'air exercéaroe de
contact non nulle en vertu delta d'Archiméde (819). Trés souvent on résonne comme si ces fétagmnt
négligeables.
Les forces a distance

En général I'empennage d'une fleche représentarfoure a distance est choisi sur un ppint dedespccupé
par le systeme (fig. 18d), mais pas toujours dedans
Si cette force est le poids du systéme, la flecheerticale vers le bas et son empennage est santre de
masse (fig. 18d).

Résolution d'un probléme de forces
Pour résoudre un probléme de forces, deux logigomsdisponibles,
celle dedorces équilibrést
celle dedorces réciproques

. . ’ . ' . — - 1 ye
Sur la fig. 18a, si on néglige la force de congaec I'air, les vecteurt "y o set F "%, ., nSONt, Opposés parce
gu'ils représentent les forces équilibrées exerséean méme systéme.

Sur la fig. 18a, les vecteuEPA et?Ap sont opposés parce qu'ils représentent deux foécgzoques.

Les deux forces_:)R p et?R p et ASONt confondues parce que toutes deux désignerédrae force de contact. Les
deux écritures différent parce qu'on change detg@rvue sur un méme dispositif expérimental plateyés un
méme environnement physique : pour le premier $é&sye étudié est le seul plateau P alors que fzortrd le
systeme est I'ensemble plateau P plus masse A.

La figure 18e montre une série de forces deux & dpposées :

; Py 5 =g T poids A = ; - T

soit comme équilibrant un systéme comimB, et F%, ou F*; et F2; sile poids du fil est négligeable,
i 4 Aci i =A =t =il

soit comme étant réciproques comnﬁ& etF7 ,ou etF 5 etF g

. . il _ = poids
En conclusion, on démontre qlﬁé g = FPo%5,.
Tous ces faits permettent de tracer un polygondatess (§11).
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S 4
. Ces deux fleches représentent la
F P AetRg Ressort méme force
hélicoidal S 4
v
____________________ —)R —)R
F P F PetA
Centre de A
o masse du R Rt R - R e -
— .
plateau Massé A = 2P .
I _____________________ |~ A PPetA T
________ T 77 = poids
— Plateau P 2A FP b eta
Définition P = poids
v F A I
du mot v v
"plateau” RN
SNV

2 Support S = 2

Fig. 21

a
Pointe
E Fig 21b
mpennag Une fleche représentant une force
EC Fig 21d
T Poids d'un caillou et
Coussin ( d'unballon

' I Table 1

A 4
Fig 21c Fe -
Choix d'une fleche représentant _ 3
une force de contact -2
— 1
S _ — .
— 0— F air
N —
T:)Bf” AF eaubouée A 1—
L SysttmeB 2—
3_ |B
= 4_
v
Fig. 21e Systeme fil U
4 Fig. 21d
E’fn
--------------- . Zone de contact
2 HSysteme A avec l'eau
fil
—
E pondsA, y

Fig. 21f (bouée)
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§22 Poussée d'Archimede & poulies

Un cas historique est la découverte dpdassée d'Archimeédgfig. 19a) : en pensée, le célébre savant gréc (tu
en 212 av. J.C par un soldat romain) fit une exmée.

Sur la figure de gauche, le liquide est au repaszdne délimitée en tirets est une partie du ligjisdlé en

pensée : elle subit deux forces opposées : sos 565’6“’1 et le contact avec le liquide environna?nFA.

Comme le liquide est immobile ces deux forces sppisées.

Si on remplace exactement A par un corps B de nféme et de méme volume, le poids de B en génétal e
différent de celui de A mais aucune raison n'‘obdigelmettre un changement de la force de contact :

E’ E _ E’ E
B~ A-
L'immersion de B déplace un volume de liquide eégalolume de A.
En conclusioriout corps plongé dans un fluide subit de sa partne poussée verticale vers le haut et
numériquement égale au poids du liquide déplacé
Cette démonstration est valable pour un corps dangz.
Note : Dans l'al. 3, on applique un principe fondatal de la démarche scientifique : entre plusiaypothéses
possibles, on s'en tient a la plus simple jusqu'@wentuel fait nouveau contradictoire (principerasoir
d'Occam). Ici, si on ne trouve pas de raison cdiitypothése envisagée on fait comme il n'en exiate
Le roi de Syracuse Hiéron Il (306-214) se faitdaine couronne en or en fournissant la quantiténd'cessaire.
L'orfévre lui présente la couronne ainsi réalisée.
Mais le roi a un doute et voudrait savoir si l'orfa bien utilisé tout 'or; s'il n'en a pas esocune partie.
La pesée montre que la couronne a bien le méms paill'or fourni au départ.
Mais est-ce suffisant ? Le roi confie le problem&réhimeéde (figure 19f).
On méne une expérience témoin (fig. 19b) montabmportement de la balance quand on plonge dgaiso
identiques en méme temps dans le méme liquidea®nue les deux poids sont identiques et les peussées
d'Archiméde aussi. On en conclut que la balancpist.
Dans l'expérience de démonstration (fig. 19c),aut,;on démontre que les poids des pieces témain est
égale a la masse de la couronne. On en déduieéialii9a) I'égalité hoins Viemoins= HeouronneVeouronne
En bas, on a démontré que la poussée d'Archimé&desspiéces d'or témoins et sur la couronne slamtiques.
La loi d'Archiméde dit alors que le poids de liquidéplacé par la couronne ou par les pieces tésooin
identiques, donc que leur volume est identique.
D'aprés I'al. 10, on en déduit que les deux maadasiques sont identiques, donc que I'or de laame est
pur.

Les poulies
Des l'invention de la roue, I'humanité a découlepropriété fondamentale des poulies : elles chaing
l'orientation des forces sans changer leur inténsit
Toutes fois, en cas de rotation génée par degineiits, on n'a pas cette propriété.
En cas de frottements négligeables, cela se véaifiement avec un dynamometre : quelle que swiehtation
du fil entre cet appareil de mesure et la poulieindication ne change pas (fig. 19d).
De plus, I'expérience montre que l'indication donaipométre est la méme en l'absence de pouliel@&).
Cela élargit le domaine expérimental en dynamiciens les montages, on peut changer a volontéritation
des forces mises en oeuvre. Dans les figures 18dcettes les fleches rouges ont la méme longueur.
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—
E —>
F A F EB
A A
"—‘\ ’//\)\//A L —B
_J . \
1_.7 4=~
- 1 —F | —E
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poids oids
F A F P B
Fig. 22a v

Invention de la poussée d'Archiméde

Fig. 22b
Expérience témoin

Proportion
Volume | Masse
\% m
1 H
Tableau 22a
Définition de la
masse volumique

9l

8

m(or) =m(couronne)

Fig. 22¢
Le probléme de la couronne

= dyna
fil

—
poids
F masse

Fig. 22e
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§23 Notion de champ

Le poids d'un systéme est une force, c'est-a-diggouvoir d'accélérer les corps qui existe daspdiee
indépendamment de la présence de matiere danspaatee

Au XIXe siécle, en Europe deux écoles de physic#mgposaient sur ce sujet.

En Angleterre, on pensait qu'une telle force éaifait une force de contact entre le systéme @tiide subtil
(de masse volumique nulle) remplissant I'espace.

Dans les pays de culture germaniques comme |'Atj@au dans les pays scandinaves on pensait daie c'é
l'espace lui-méme qui a ce pouvoir d'accélérecdegs.

Faraday importa cette idée en Grande Bretagne gqy&mte homme il vit pour la premiére fois I'expéce
d'Oersted en 1819 (fig. 20b): un fil conduisant'd@ectricité change I'orientation d'une boussdleée dans son
environnement sans aucun contact avec elle, comlmeaurant change l'espace autour de lui et gue ¢
changement induit agit ensuite sur l'aiguille.

Aprés la ravitation, deux autres espéces de fantété mises en évidence.

Sans contact entre elles, deux corps électriqueaamgés s'attirent ou se repoussent selon le demeharges
(fig. 20c).

Toujours sans contact, deux bouts de barreaux &&sant le méme comportement (fig. 20d).

L'idée du fluide subtil avait été mise a mal quandefit ces expériences dans un espace sous @pcée en
avoir extrait I'air.

Maxwell en 1861 nommehamp une partie de l'espace ou existe un pouvoir déades corps. D'aprés les
expériences, il en existe trois :deamp gravitationnel (qui accélére proportionnellement a la masse)héamp
électrique (qui accélere proportionnellement a la chargetétpe) et lechamp magnétique(qui accélére un
pble d'aimant).

La boussole d'Oersted met en évidence une assocdtichamp électriques et du champ magnétiqueathbihe
champ électro-magnétique

Le champ gravitationnel est toujours dans le vaigind'une masse. Newton avait postulé que |la mesaadt le
champ gravitationnel de la terre.

Il avait postulé que toute masse donne a l'espaideqvironne un champ de gravitation.

En conséquence le poids d'un corps est le résdémnthamps de gravitation non seulement de ke, texais de
tous les corps présents dans son environnement.

Mais I'estimation chiffrée de la masse de la Tdémmontre que son pouvoir d'accélérer les corpdeeses loin
supérieur a ceux des autres corps, au point quisseles négliger dans les calculs.

Le volume de la Terre est donné par la forrr\ljli%1 TR’ olR est le rayon. On a dond\3= 4TI R’.

Le tableau 20a rappelle la définition de la masdamiquel. Une estimation consiste a
peser et mesurer le volume d'une roche treés répa@hlle du granite est 2,7 kg par
dm?® soit 2700 kg par fh

Le périmétre de la Terre éBt= 2 TR donc son cube eBt® = 81 R. Une division

membre a membre avec l'al. 16 dogl% Une multiplication paﬁ donne

nz

P3
V=—.

61

3
La masse de la Terre d'aprés le tableau 20d esfi Pnz
3

Numériquement/ = 2700 kg m~ (40 000 000 m)’ _ =29,2x 10°%kg = 2,92x 10**kg . Les corps courants ont

6 x 3,14°

des masses allant de quelques 0Kipa quelques tonnes (quelques 189N
Dans le §XX a été proposée par Newton une loi dei@tion universelle : le poids des corps n'e&imguas
particulier du fait que tous les corps s'attiredistance par une force centripéte (orientée eecghtre)
inversement proportionnelle au carré de la distauceentre et proportionnelle aux masses du cditips et du
GmM

rr
Le poids d'un corps de massestF =m goug est I'accélération des chutes libres (.

GmM_ 1 gdoncC M
r

corps attracteurfF =

On a done

r2
=g et une multiplication des deux membres-haﬂonneG :_Mg'

Numériquement la constarBest estimée & (g3rl 20:2mx)15<2?k21 ms?_ =1,3636451% 10°m® s?kg™

L'expérience de Cavendish a démontré Gest proche de 6,6710" m* s?kg™.
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Corps A l."..v.

Proportion
Volume | Masse
v M

= U

Tab|eau 23a

Fig 23a: loi - ~
d'attraction unverselle ” «
de Newton Attraction
Corps B Répulsion
Attraction chargé
négativement
Corps A chargé .
positivement Répulsion
@/ Fig 23d : Champ
Corps B At
Répulsion chzfrgé magnétique
positivement
Corps A chargé
positivement

".RépUiSiOn

Corps A chargé
négativement

W”MCOrpS B

chargé
négativement

Fig 23c : Champ
électrique

Fig. 23b : expérience
d'Oersted
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§24 Un théoreme de Newton sans intérét physigue agent

En une dimension
Newton, uniqguement par curiosité, explora ce qué genner comme nouveaux théorémes de mathémataues
multiplication de la force par la distance parceurdlin'y voyait la aucun intérét en physique.
Raisonnons d'abord le long d'une droite parce @st mathématiquement plus simple

Si la vitesse initiale n'est pas nulleela donngF, (X —X,) :% mv, 2 —% M V2|

Grace a ce résultat, il est possible de prévoillguéesse aura un corps connaissant sa vitegigdensa masse
et la force subie sans étre obligé de connaitreaso@lération (voir démonstration page ci-contre).

La multiplication de la force par le déplacement dane la variation de la quantité% m V¥ ollv est la vitesse

du corps.

En trois dimensions
En cas de diversité de l'orientation d'une foraesd@space, Newton nous avait appris a la décoengosautant
de forces que d'axes du repére de I'espace (§izihir le raisonnement précédent pour chacuse de
coordonnées puis a cumuler les résultats ce quielon

Fx (X=Xo) +Fy (Y=Yo) +F, (2—2) =% mv,? —% M Vo2 +% mv,? —% M vy~ + % mv, —% mv,.2. Un arrangement

et une factorisation donnef (X —Xo) + Fy (Y —Yo) + F, (z—2) =% m (W’ +V° + V) —% M (Vo™ + Vo + Vz0).

Les quantités entre parenthése sont respectivdewoarrés de la longueuety, de la fleche vitesse

(paragraphe 5) d'oul la conclusigfy (x —X,) + Fy (Y —Yo) + F, (2—2) =% mv —% mvy?| .

Le membre de gauche de cette formule s'appelleathématiques uproduit scalaire (paragraphe 26).
Remarque historique: le premier a nommer cette quantité futplnysiocrate un des philosophes économistes
frangais qui cherchait a quantifier les effortéaefatigue des ouvriers et lui donna le nontrdeail .

Newton, c'était le XVlle siecle. Le suivant, le XM fut celui du début en Grande Bretagne deéaolution
industrielle. Les techniciens et ingénieurs avaient constgpédportionnalité entre le travail de certainesésr
et la consommation de charbon ou de bois dansdebines a vapeur. Parmi eux, JaMéstt et James Prescott
Joule (paragraphe 19). Traditionnellement, on désigriealeil par la lettr&V (de I'anglaisvork). Quant aux

termeé2 mv? ou% mv,’, d'aprés le greergos= mouvement, on les appe#eergies

Plus tard, on accola I'adjectinétique a ce mot.

Remarque algébrique: si le corps rebrousse chemin, les variationsatgdonnées —x, , y — Y, etz—z,
changent de signe alors que les coordonnées deckH,, F, etF, gardent le leur, donc le travail change de
signe.ll existe des travaux positifs et des travaux néggs.

En cas de plusieurs forces subies en méme tempapNeécrivait quehacune agissait comme si les autres
n'intervenaient pagparagraphe 8), autrement dit chaque force appgarpropre variation de I'énergie cinétique.
On conclut donc ceci.

[La somme des travaux des forces subies est égala &ariation de I'énergie cinétique|

Cette notion de travail et d'énergie vont connaitre importance historique, scientifique et techgmjue trés
grande.
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Démonstration de la formule de I'al. 2
D'une part la définition de newton de la forcelgst m a..
D'autre part I'accélération est la solutmrde I'équationv, —v,, =at

Enfin, pour les mouvements uniformément accélénésait quex — % =% (Vi + Vyo) T
La multiplication de la forc&, par le déplacement— x donneF, (X —X;) =m @% (V + Vyo) t.
La substitution d&, t donneF, (X —X,) =m (vy —on)% (Vy + Vyo)-

Une identité remarquable donfg (x —x,) :% m (V2 — Vio?) d'oli la formule & démontrar

Recherche de la vitesse
Enoncé :
- les positionx etx, ou la différencex — % sont données,
- la forceF, est donnée,
- la vitesse initialey,, est donnée.
But du calcul : connaitre la vitesse attewte
Résolution.
Une addition de I'énergie cinétique initiale auxxdenembres de la formule de I'al.2 donne
Fx (X_Xo)+% mon2 :% msz-

Une multiplication par 2 et une division pardonnen% Fu (X —Xo) + Vio? = V2.

On prend enfin la racine carrée et tronx% Fyx (X —%o) + Viee =\ VP

Par définition, la racine carrée d'un nomarmst le nombre algébriquement positif éQEatdont le carré est.

Mais alors I'opposéov[a a aussa comme carré.
Comme a priori rien n'est dit dans I'énoncé ssidaee de la cote, de la vitesse on doit écrire les deux solutions

V=% %FX (X_X0)+Vx02-

Note : siv, > 0, le corps circule dans le sens de I'axe dssisges et si, < 0, le corps circule dans le sens
Opposé.
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§25 Le travall

Soit une succession de déplacements d'un corp2d#&) et suivons une des forces qu'il subit. lesmer
déplacement occasionne un trawdjL p 4 p1€t change la vitesse d'une valegia une valeuvp,. Un deuxieme
déplacement occasionne un traw&l p; » po€t change la vitesse d'une valegra une valeuvp,. On peut
imaginer ainsi autant de déplacements successda gaut. Apres leiéme déplacement, la vitesse varievge
ava. Le théoréme de newton donne alors

We b a 01+ Wee p1ap2--- + Wee ,_; a, €St €gale a la variation %Emv2 .

Etant donné qu'un travail peut aussi bien étrebaigéement positif que négatif, la somme a gauehestte
formule est une somme algébrique.
Un classement des travaux

Soit un corps allant d'un lieu de départ D verseund'arrivée A (fig. 22b).
Suivons le travail d'un des forces subies par tpeelon un itinéraire puis selon un autre.
Soit le travail change, on dit alors que la forcean travail sonhon conservatifs nous les écriron®/,on cons
Soit le travail ne change pas, on dit alors queree et son travail sontonservatifs nous les écriron®/ns
Quand un corps change d'itinéraire pour aller d'unlieu de départ donné a un lieu d'arrivée donné, le
travail d'une force conservative ne change pas

Les travaux conservatifs ont alors une propriété rearquable.
Soit (fig. 22c) un troisieme lieu R. Que le corpsge ou non par R pour aller de D a A en passagn og
passant pas par R, le travll. p s Ane change pas. On peut écrire aldkss de b 2 = Weons de b a RF Weons de R a A
C'est en particulier vrai si le corps revient sam Beu de départ et alors
Wcons deDaA— Wcons deDaRF Wcons deRaA

Mais Wy p 2 p€st le travail quand le corps ne bouge pas, dstnaut, donc on a zéro a gauche de la formule donc

Weons de D a -2t Weons de R a 50Nt algébriquement opposés.
Un travail conservatif a I'aller et ce travail au retour sont algébriquement opposés.

Ona doncvvcons deDaA Wcons deDa R’_Wcons deAaR

Une fois choisi le lieu R, celui-ci joue le role dgérence et on a pris I'habitude de nombligte travailW;ons de
raa €tUp le travailWg,s ¢e r 2 51 Dien que

|WconsdeDéA: Up _UAl .

Exemple : D est la position d'un corps accrochéuserpotence et A est le sol. On détache le cdrnbsoenbe a
cause de son poids, une force dont le travaiinegth(paragraphe 13) duest la hauteur de chute.

Cet exemple a inspiré le vocabula@rergies potentiellepourUp etU,.

Un travail conservatif est assimilé a la variatiorde énergie potentielle d'une force entre un lieu déépart
et un lieu d'arrivée.
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§26 Exemple de travaux

Travail d'un poids (fig. 15a)
Les fleches qui représentent un poids sont veeticadrs le bas, donc leur empennage et leur poimméme
abscisse, méme ordonnée, mais pas la méme coteuPmouvement quelconque le travail est (pardwap

— —

XX) I:poids' AB cos (F poids , AB) = I:poids' AH.

Si lI'angle est aigu le travail est algébriquemensitif et si I'angle est obtus le travail est négat

Si cet angle est droit le travail est nul. C'estde des contacts parfaitement glissants.

Ce résultat montre que le travail d'un poids needdmue du changement de hauteur de I'objet dsoant
mouvement.

Or le poids lui-méme est d'apres la loi de Newfmarggraphe 7y0i0s=m g La formule du travail du poids est

donc (formule 13a).

Cette formule montre aussi glgetravail d'un poids ne dépend que de la variatior'altitude entre les lieux
de départ et d'arrivée Un tel travail est ditonservatif (paragraphe 11).

Travail sur un piston.
On admet que la force de poussée du fluide sacka du piston est proportionnelle & son aire (g&abE3a).
Le travail de la force eS% = F x. D'aprés le tableau (23a) ofra& P SdoncW =P S x Mais S xest la
multiplication de I'aire de la base du cylindreazél par sa hauteur (figure 23b), c'est-a-dire sdnmmeV donc

(formule 13b).

La travail d'une force pressante est la multiplicaion de la pression par le volume engendré par le
déplacement de la surface pressée.

Travail d'une force tangente a la trajectoire
Nous supposerons que, si l'orientation des fledhaesecteur qui représente la force est constalues ke travail
le long de la trajectoire de longuduf(fig. 23c, fleches rouges) €5tL. Le travail de la méme force le long de
l'itinéraire de longueut' plus grand qué est (fleches bleue®y'=F L' donc on av' > W.
Le travail de cette force change si on change l'itéraire.
Un tel travail est dihon conservatif (paragraphe 11).

Travail d'une force variable

La formuleW =F L est I'aire d'un rectangle de longuéwet de largeuF. Comme dans le paragraphe 2, l'idée se
généralise aux forces variables (fig. 23d a 23f).chs particulier est une force proportionnell&dhgation
d'un ressort (fig. 23f et tableau 23b).

Le travail de la force élastique linéaire astsigne algébrique pré4 = 6 K x) X soit

Weiastique= (signe)% K »¢| (formule 12c).

Le travail d'une force élastique linéaire est propaionnel au carré de I'élongation
Le choix du signe algébrique est justifié sur Igs23g et 23h.
Travaux moteurs
On appelle ainsi quand ils sont algébriquementtifo$fig. 23a, 23b et 239).
Travaux résistants

On les appelle ainsi quand ils sont négatifs (kotravail du lien élastique fig. 23h).
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N
Fléches du vecteuF pyg: -

Fléche du vecteur déplacemé® -~~~

Déplacemenx de la face
du piston en contact avec
le fluide

Fig. 26b

I% ’
O Fluide! H* )

Fléche du vecteuF représentant
la force de poussée du fluide

— —
Angle entreF ,,4setAB

Fig. 26a

Proportion
Aire

pressée

S F

1 P

Tableau 26a :

définition de la
pression

Force

Volume engeﬁdré par le déplacement de cette

. , Itinéraire de longuetL
= aire de la facx déplacemel /

Dépar
Proportion
Distance| Force
X F
1 K .
] Fig. 26¢ ‘
’ .T‘f".b'ea“ 26b : Itinéraire de longuell' > L
définition de la force
élastique linéaire
= =1/2F x
orce Force Force
F
Aire =
. Aire =
travail - Aire =| travail
. travail a
. ~ Distance Distance — Distance
Fig. 26d Fig. 26e Fig. 26f

ForceF nulle
ForceF =K x

(tableau 13b)

D : <

[] -

ForceF =K x

ForceF nulle

(tableau 13b)

Légende

Travail positif = + % K %
Fig. 269

[ 1 Lien élastique linéaire

Travail négatif = — % K X

Fig. 26h

]

Pointfigar rapport au repéere de I'espace
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§27 Notion d'énergie et de puissance
On écrit (paragraphe 12) que la somme des travgtldgale a la variation de I'énergie cinétiques pui détaille
les travaux selon leur caractére conservatif oudpasla somme dedravaux non conservatifs et des travaux
conservatifs est égale a la variation déénergie cinétique
Cette phrase est un peu longue, alors avec un aawgasle on va utiliser une écriture plus rapideX: est
l'arrivée et D le départ,

-1 2 1 2
Whon const Weons = 5 mva —5 mvp™.

La lettreW vient du mot anglaigork = travail.

Une soustraction dé/,,,saux deux membres de cette égalité donne

Whon cons= % m VA2 - % m VD2 —Weons

Mais un travail conservatif a un autre intérét gomaphe 12) Weons ge p 2 .= Up —Ua donc

Whon cons= % mVA2 —% mVD2 —Up+U,p = (% mVA2 + UA) —(% va2 + UD) donc

Wion cons= Variation de@ mv* + U) (formule 14a).

Cette formule est trés importante : on l'appelleilale conservation de I'énergie
L'expressiorénergie mécaniqueénergie” est un mot du genre féminin) désignguiantité entre parenthéses
de la formule (14a).
Elle est en deux partiegnergie cinétique(parce qu'elle dépend de la vitesseretrgie potentielle(parce
gu'elle dépend de la position).
La présence de I'adjectif "mécanique” est justifiéela trés riche expérience des acteurs de lalRé&n
industrielle (techniciens et ingénieurs).
La figure 24a illustre la non conservation de lf§emécanique lors les rebonds d'une balle entchouc.
Or, intuitivement les physiciens et les acteursiddustrie étaient persuadés que I'énergie dedieble
constitué d'un systéme et de son environnemerdrseove toujours.
Il manque donc la mention d'une énergie non mécari@n a pensé alors a une énergie du bruit.
L'activité industrielle a démontré que les quantités contenues Bags.onsne sont pas toutes des travaux au
sens mécanique.
En effet, dandV,,on consil Y @ les travaux des forces de frottement. fiséé minutieusement mesurés et au bout
des calculs on s'est apergu dmeompte n'y est pasOr ces frottements font du bruit et échauffeatdarties en
contact au point méme de créer de la lumiére (@t de meulage par exemple). D'ou I'idée alouwweite que
la chaleur est aussi une énergie
De méme on a admis qgieson et la lumiére sont d'autres manifestationde I'énergie
La découverte de I'électricité produite par desvements mécaniques (dynamos, alternateurs) et de
mouvements produits par de |'électricité (motelgstdques) montre aussi qli€lectricité est encore une
énergie

PUISSANCE
Par définition la puissance échangée par un systéitmmonstante si I'énergie échangée est propoeiierau
temps. L'unité est [ps™ = w (watt).
La variation de I'énergie d'un systeme physique@ssée étre dérivable comme la position de sessp@n a
donc puissance = dE/dt.

La puissance cinétique est en abscg:z{é m vxz) =1 mQ V2 = 1 m2 vy dvg OU%est I'abscisse de
t\2 2 dt 2 dt dt

l'accélératioray.
Par addition membre a membre, on démogt{ﬁcm =m(v a+Vy & +V; &) et entre parenthéses on lit le produit

scalaire de la vitesse par I‘accélératigflEcin =mv a. Mais le produit scalaire étant commutatif et a'&ﬂd%

E.n = (Ma) v et la définition par Newton de la force dm#tyeEcin = (Z F) Vv qui est le produit scalaire de la

somme des force par la vitesse. Par addition meenbrembre on démontre glaepuissance cinétique est la
somme des produits scalaires des forces par lesagses des parties du systeme
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] :IOE ]
On
i On entend un
petit bruit
[e) | \/Poulm o
On souléve une La balle tombe La balle
balle élastique de cette rebondit et
d'une hauteun. hauteurh. monte d'une
hauteurh'

Energie fournie =n g h

Ejectas incandescents

Energie
échangée
t E
1 P
Proportion
Tableau 27a
Définition d'une
puissance constante

Temps

Energie consommée =m g h
convertie en 1/2n V, qui, en
partie devient du bruit et en parti
remonte la balle sur une hauteu
h'.

[¢)

0 = variation de {1/2n V + m g h+ E}.

Fig. 27a : conceptualisation de la
conservation de I'énergie :

E est une énergie non mécanique

Fig. 27b : meulage

Energie
échangée
dt dE
1 P
Proportion
Tableau 27b
Définition d'une
puissance variable

Temps

Dégagement de chaleur

inférieure eh.
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§28 Energie et moments
ENERGIE CINETIQUE
Considérons I'énergie cinétique d'un corps eniosta®n suppose que I'axe de rotation est parallébxe des
cotes. Le corps est sensé tourner sur lui-mémegesatne restant immobile. Les projections des padntcorps
sur le plan Oxy suivent chacun un mouvement ciiilzombiné avec un mouvement de translation. Les
R cosa(t)

coordonnées d'un point du corps soRtsina(t) | oluR est la distance séparant le point de I'axe d¢iootat

Z(t)
Z(t) une constante.

R w(t) cosa(t)
La vitesse a comme coordonnées les dériE@sJ(t) sina(t) j
0

Le carré de la vitesse est la somme des carréssdmsrdonnées

V2 = [Rwcosa]? + [Rwsina]? + 07 qui se développe puis se factorise
V=R of (cosa? + sina?) = R of

L'énergie cinétique du point mobile de masmsedt% dm R o,

L'énergie cinétique totale du corps Egf rot=% 2. corps dM R? ’. Compte tenu que la vitesse angulaire et la

composante de la vitesse en cote sont communeses fes parties du solide la factorisation donne

Ecin rot :% (Z corps dM Rz) o

La somme entre parenthéses est par définition lmenod'inertiel du corps. On concli;, ror :% Juf. Clest

I'énergie cinétique de rotation
TRAVAUX ET MOMENTS

Pour un point mobile, la variation de I'énergieétigue en mouvement circulaire est
dEcin rofdt :% Y cops dM R duf/dt avec do/dt = 2 w dwydt. On a donc Bepn ofdt =Y comps dM R 0 da/dt.
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Application : Cavendish avait réussi la premiére mesure de $sende la Terre et trouné= 5,972x 10**kg.
Erastothéne avait réussi une des premiéres medwr@yon terrestre et trouvé 6,3710° m. Le moment

d'inertie est alordrene = @ m‘3) (5,972 x 10**kg) (6,371x 10° m)® = 1,56710« 10°° kg m".

2 1rd
24hx3600s ht

2
%sz :% 1,56710x 10 kg mz( 2x3,14 1) = 1,6x 10° kg m? s (oujoules).

Sa vitesse angulaire ast= (un tour par jour) donc son énergie cinétiquealation est

24h x 3600s h~

Par comparaison en 2019 la consommation mondiéfedjie E -

: 0 . 1 1a AR nergie
par les humains est610%° joules*. L'énergie cinétique de la Temps consommeée
Terre permettrait de maintenir cette consommatenmdant P

16x 10° i 0 . _ Tans 1,6x107]
T :Wz 3x 10*ans Note : I'age de l'univers est 13 1an 6 x 107

Joxjans 0 . 1s= 1/365,25/24/3608n P
milliards d'années soit 1810 ans La valeur précédente Proportion
30
représete donky =23 10" 8NS _ 5 3, 1P fois I'age de Tableau 28a
1,3x 10" ans
l'univers. C'est ce qu'on appelle une échelle mstmique de
valeur. Temps
Note* : sourcehttps://www.connaissancedesenergies.org/les- Temps de
chiffres-cles-de-lenergie-dans-le-monde-en-2019%6200 Temps consommation
énergétique humaine

Cette immense énergie est lentement consomméa parie par 1,03>< 1
les effets de marée dus a la Lune (marées océangque 10" ang
terrestres) dans lesquelles le malaxage est sdaerckaleur. Née 3x10° N
sur terre, elle se propage dans l'espace doneehig Une ans
estimation dit qu'il y a environ 70 millions d'amséles jours Proportion
duraient environ 23h30 et la terre tournait sie-eliéme 372 fois Tableau 28b

par an, contre 365,25 fois actuellement.

Comment I'a-t-on su ? Comme les bivalves, un mgllasactuel, les coraux ont un cycle de croissancaed
(effet des saisons) et un cycle de croissance glierr(alternance du jour et de la nuit). Pourdaimple, il

suffit de compter le nombre de cycles par an etrodéduit la durée du jour terrestre. Dans unes¢ipaiue

dans la revu@ddvancing Earth and Space Scienles scientifiques expliquent gu'ils sont parveauspérer sur
les bivalves au moins cing marqueurs chimiquesndist pour une journée.
Sourcehttps://www.Ici.fr/sciences/au-temps-des-dinosaunas-journee-terrestre-durait-30-minutes-de-moins-
gu-aujourd-hui-2147694.html

M1
a r= FLune

< c= ':LuneN|2
—-r s=a-r

t=c—r

0O, M; et M, sont
trois masses
identiques

-7\ Terre non déformée

Fig.28 : effets de marée =77 . Terre déformée
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§29 Classement des énergies en physique
RichardFeynman(prix Nobel de physique, 1965), dans le tome $atecours de Mécaniquel979,a
écrit"L'énergie nous apparait sous un trés grand nombr®aees différentes, et il existe une formule pour
chacune. Ce sont : I'énergie gravitationnelle, éégie cinétique, I'énergie thermique, I'énergiesfigue,
I'énergie électrique, I'énergie chimique, I'énerdierayonnement, I'énergie nucléaire, I'énergierdesse.
Il est important de se rendre compte que dans {asiglne d'aujourd’hui, nous n'avons aucune connaissae
ce qu'est I'énergfe
Avant de parler d'énergie, il faut définir de ggekemble d'objets nous parlons :
on appellesysteme physiqueu pour faire plus couslystémeun ensemble donné de corps.
Ce systéme, a un instant donné, possede de I'énemiparle alors éhergie stockée
Ce systéeme échange avec son environnement degién®n parle alors éhergie échangée
On ne peut stocker de I'électricité ni des ondes. ihénomeénes transportent I'énergie d'un systémeatre.
On parle alors énhergie tranférée
Les paragraphes précédents montrent la nécesgitasder les formes sous lesquelles I'énergieepaster.
Mais ce classement est compliqué en raison devéagiié des phénomeénes physiques dans lesquelgyiése
manifeste. On peut trouver de trés nombreux classesur la Toile avec des catégories ou des claggsm
controversés. deux exemples sont présentés pagaice.
On en vient a dire gue meilleur classement des énergies est celui dale, c'est-a-dire le votresuivez votre
pensée et votre logique personnelles et vous serde bonne voie.
Pour vous aider, je propose de vous poser quelquestions simples dont la réponse est "oui" ou "non
- Cette énergie est-elle cinétique ? Potentielst?ce un travail non conservatif ?
- Cette énergie est-elle d'origine interne au syst@ Externe ?
- Les corps et leurs mouvements sont-ils macrogeesi ? Microscopiques ? Rappelons que le seudiltie des
corps pour répondre a cette question est la \iigildl microscope optique.
L'ensemble de réponses possibles est exposé datddau 25a ci-dessous. Il n'est pas exhaustfseamait-ce
parce que les progrés scientifiques ou technolegigontinueront de se développer, ouvrant la petispede
nouvelles formes de stockage et de transfert djéer

Nature Qualités Manifestations
Cinétique | Interne Micro Chaleur
| Macro Courants de matiéeres fluides, mouvementsalées
Micro Cohésion de la matiére, forces entre ions, ené@réins et noyaux, forces
Interne électromagnétique, nucléaires faible et forte
. Macro Forces entre piéces électrisées ou aimantées
potentielle
Micro Mouillage
Externe : : :
Macro Forces entre piéces électrisées ou aimadtésgsteme
Micro Effet Joule, conduction de la chaleur
Interne .
Travaux Macro Frottements internes
non
conservatifs Micro Rayonnement de la chaleur entre le systeme etrsoroenement
Externe
Macro Pression et frottements de corps extériaurkessysteme.

Tableau 2Z@mmment classer les énergies a partir de sa plogigie

Note* : exhaustif : qui traite complétement etiépwn sujet donné.
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ampoule, radio, . déchéts radioactifs
micro-onde Energie k—\_\_\ ;
lumineuse Energie
- nucléaire
phosporescence inc
capteur photovo
antenne radio y fission
photosynthése : :
ermique soleil
pile Energie combustion ‘
électrolyse ch imique e h D C’*“
endothermique

effet Peltier

effet Joule
eins
pompe a chaleur

réfrigérateur

alternateur
dynamo
geénératrice

muscles

i

Energie

moteur = = :
mécanique thermique

électrique

|}
Crédit :https://p-plum.pagesperso-orange.fr/sujet_energgesuvelables/NRJIJSCnodel.html

e a Les différentes formes de I'énergie...
/(’\ L// Rayonnement électromagnétique \
/ @ \

e g Fus on

/ fission

\\Chimioluminescence

Photo- o 5\"“
synthése | co® mowse
‘.‘. The'
Transformation
Thermoélectrique
Explosion
9
— Effetjoule Barrage/
Chimigque e e Eolienne
o, L 8o . aet™”
e
Q/'o/ el',e \ “ﬂo‘e‘u‘ “oteu‘
el
A

Photovoltaique

i) -
Electroluminescence (LED) Electrique

P S T E R ELES OBV LER porlonsenergie.wordpress.com | Cinétique | j

Crédit :https://parlonsenergie.wordpress.com/2013/06/08rasformations-de-l-energie/
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4 Relativité restreinte
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830 Le probléme de la vitesse de la lumiere

Un référentiel est un laboratoire équipé d'un dispositif de mesi@s coordonnées des points matérialisés sur
des corps par rapport a un repére lié aux locadiuae horloge (paragraphe 2).

Nous supposerons le repére orthonormé.

On considére deux laboratoires A et B (figure 2@bord immobiles et ensuite bougeant I'un papoem
l'autre a une certaine vitesge

On croyait que les longueurs mesurées dans lesrdénentiels sont les mémes : c'estriacipe de
l'invariance des distances

On croyait aussi que les temps mesurées danglesrdférentiels sont les mémes : c'egtriecipe de
l'invariance des temps

Mais I'expérimentation a contredit ces deux hypstike

Soient deux laboratoires A et B regardé de I'estérpar un témoin. Celui-ci didpose de tout cd éadit pour
mesuter a distence la longueur du chemin entresomece lumineuse et un détecteur installés darsnme
dans B (figure 26a). C'est vous, l'observateuadiglre qui joue le rdle de ce témoin.

Le laboratoire A est immobile devant vous. Le Bléplace a la vitessé

C'est B qui pose probléme : le temps que le sigaadoure la longueur le déteteur s'est déplacé vers la droite
et donc la distance que doit franchir le signalpéss longue. Il doit donc atteindre le détectaubaut d'un
temps plus long que

Le résultat expérimental fondamental est que teytasse comme si on n'avait jamais réussi a déendatr
moindre différence entre les deux mesures.

Pour pouvoir expliquer ce paradoxe, il a fallu tpgephysiciens remettent en question l'invariancesparée
des longueurs et des tempsontrairement aux alinéas 4 et 5

lls songérent alors a une invariance d'une nouetlimique grandeur pour I'espace et le temps. Maigelle ?
L'expérimentation a montré que si la quargigdlution algébriqguement positive de I'équatdr c? t* —L? est
nulle dans un référentiel, elle est nulle dans tessutres.

La quantités a été nomméimtervalle relativiste ou simplemenintervalle.

Pour un mouvement durakfois plus longtemps, I' intervaIIe deviesit = ¢? (k 1) — (k L)? soit

s'?=c? K ? —k L% Une factorisation donre? = k%(c? t* —L)? doncs' ? = k%, En prenant les racines carrées
on as'=k s Les intervalles ets' sont donc proportionnels.

A priori, le coefficientk dépend de la position occupée par le laboratoparapport & vous (ce qui contredirait
I'homogénéité de I'espace), de I'orientation densonvement par rapport a vous (ce qui contredlisdtropie
de l'espace) et de la vitesse de ce mouvementuisup@ar rapport a vous.

On conclut qué ne dépend que de la vitesse de B par rapports weoais pas de son orientation.

Cas particulier : si cette vitesse est nulle, diesdaboratoires A et B sont immobiles par rappéaorous, donc
on peut considérer que les instruments de mesumeetib exactement les mémes résultats, donc qaeles
intervalless ets' soient égaux, donc qle= 1.

Généralisation : cette valeur Benontre que les deux intervallests' sont toujours égaux. Aucun fait
expérimental nouveau n'est venu contredire ceftethgse.

Alors on a adopté lprincipe de Iinvariance de l'intervalle relativiste.

Une transformation littérale donse=t* ¢* —1%/c* = t? (c VA =t (1 -VAIcP).

La prise de la racine carrée donne ators t+ /1

Ecrivons la formule en mentionnant les unitésinité = cm s (ts)4/1 - v m sHZ(cm s?)? . L'unité du
radicande est le 1 (paragraphe 4, on dit qu'ipa&d'unité)L'unité de l'intervalle relativiste est le metre
L'intervalle relativiste est sous son expressigplls simple (mouvements uniformes le long desiabss) la
solution algébriquement positisale I'équatiors? = ¢*t? —1 2 Parce que c'est une longueur et non un temps,
I'utiliser directement dans nos cours serait ume gisychologique chez les éleves.

Temps relativiste

Le quotientt = s/c est un temps, appelons-le "temps relativiste"a@ong 1=t~ [1 —fz
\/ C

(illustration fig. 19b).
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Référentiels Référentielsmobiles
immobiles I'un par I'un par rapport &
rapport a l'autre l'autre
L ‘ L
L >
Instant
A @ B @ zéro
hw Cw

A @ B é C @ é Instant

t

Oy

Le signal atteint le A
détecteur au bout du e sianal ne d - N
tempst signal ne devrait pas encorg Pourtant, le
atteindre le détecteur au bout qu détecteur annonce
Espace Temps emp§t parce que ce d_etecteur slest la capture du
déplacé sur une distanke signal !
L t
c 1 O source de signaux lumineux
W+ Signal lumineu
Référentiel et Signal [ Détecteur de signaux lumineux 5 -
lumineux . roportl(_)ns
Signal lumineux
Espace Temps
. L+X t
. Fig. 3Qa : o 1
le probléme de la vitesse de la lum Référentiel
Espace Temps
X t
Fléche du vecteur vitesse de B V 1
par rapport a vous Tableau 30a

1

i (. !
1 1 1 '
! o \ — |
1 1 1 \ .
: 7 Lo \ . . |
| b v,/ Position :
i Laboratoire Ai | \ finale :
i Intervalle i i i
| mesuré s, ! |
it Y Laboratoire B !
i — Intervalle '

, Position  mesuré |

1 initiale !
o !

Fig. 30b :

de quoi pet dépendre l'intervalle relativistt
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§31Relativité restreinte

Une fois établi, argumenté et acquis le principéideariance de l'intervalle relativiste (paragnapl6), en
lycée, les bases culturelles des collégiens dewra@vir de support pédagogique a l'initiation famnules
relativistes restreintes. Le procédé consiste gtadaeux attitudes.

Premiére attitude
Passer des trois dimensions spatiales et du tefpasés a I'espace-temps, ce qui veut dire qu'tfaieeaa
quatre coordonnées, l'abscisse, l'ordonnée, laetatee quatrieme coordonnée qu'on va appeler teetig".
Pour homogénéiser les unités, cette quatrieme oaoge "temporelle” ne peut pas étre un termpais doit étre
une distance t

Deuxieéme attitude
Substituer dans les formules le tempgr le temps relativiste

Vitesse relativiste
On reprend la notion de mouvement uniforme (papw®) en substituant le temigsar le temps relativiste
ce qui donne le tableau (27a). Par exemple, erissiesia vitesse, devientvitesse relativist&'y,, et le tableau
27a donne la formules=" 1 .

On remplace : x ="V, t+ /1 . Une division pat donne a gaucheédonc la vitesse ordinairg puis une

autre division par la racine carrée do = Vel xe

1V
e

Par un raisonnement analogue en ordonnée et eprakémontre les formules correspondantes. En @sum

V.

V, V.
Vielx =——=—= , Viely = — ==, Vlel . = ———| .
L he T i Ly
¢ c ¢

Mais il serait intéressant de voir ce que le raisonent précédent donne avec la "coordonnée terfgdodel la

vitesse relativiste, écrite=3 tdonct =t~ (1 —fz et trouver 1 =B\/1 —fz donc| B =1 |
C C
\/ [ 1V
c

Les conséquences théorique et philosophiques tiefoainule ont été extraordinaires.
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Source https://www.googl
ZagGMdmwU5s8gp54tAu
&sa=X&ved=2ahUKEwjnp

R7CJcufV-QzM

Source https://www.googl

lalumieére se

deplace ala
vitesse

c=3.10" m's

ZagGMdmwU5s8gp54tAu
&sa=X&ved=2ahUKEwjnp
UCBKIUXNSOQNM

Observataur
immabile

Proportion
Distance| Temps
X T

1 Vrel x 1

Tableau 31a:
Mouvement uniforme relativiste

rayon lumineux

Fig.31a

fusée relativiste se
déplagant @ une vitesse
trés proche de c

< -

les photons se
rapprochent de moi

alavitesse ¢=3. 10" m's "

Et pourtant, je me déplace
tras vite afin de les samer'

RELATIVITE RESTREINTE
(DILATATION DU TEMPS)

Fig.31b

te
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§32 Energie cinétique relativiste

1. La nouveauté la plus spectaculaire est l'interpoftgphysique de la vitesse relativiste tempor€lkest une
nouveauté, aussi va-t-on désigner la "coordonmépdeelle” de la vitesse relativiste par une letfrécialep.

1

toujours plus grande que 1, ce qui n'est évidemmpasite cas de la vitesse ordinaire.

2. Ce qui suit, en collége, est plutdt une suite a@ze d'algébre dont le but est d'initier & la ootile valeur
négligeable devant une autre et d'en démontreingérét. Cette exercice est une opportunité de arisaeuvre
de la pensée et logique personnelle des élévesapgumenter sur un fait scientifique a la fois atiséet trés
populaire.

Vv 1

3. Simplifions les écritures en renommarie quotients. Alors 3 =
C

On a (paragraphe 17) la formule étrap8e= . Etrange parce que cette "vitesse relativiste" est

i

Multiplions les deux membres par la racine carttée;/l —-u =1

Elevons au carrép? (1 —u) = 1.

Appliquons a un cas particulier atest nul 3 prend la valeur numérique 1.

Si u est petitsans pour autant étre nuhlors3 est augmentée d'une petite quartjtdonc prend la valeur 1h:

L'alinéa 5 donne (1 h)? (1 —u) = 1 et une identité remarquable donne ¢f + 2h) (1 —u) = 1 donc

[1+h(h+2)] (1-u)=1.

9. Sihest numériqguement assez petit devant 2 au poipodeoir négliger son addition a 2, la formule isepdifie
en[l+2h](1-u)=1.

10.Un développement algébrique donned+2h—-2hu=1doncl+ 2 —-2hu—-u=1donch—-2hu-u=1

donc 2h (1 +u) —u=0.

11.Siu est numériquement assez petit au point de pouggiliger sa soustraction a 1, alors 2u donch :% u.

1V

12.Substituantu selon l'alinéa 3, onff3 = 1 +§—2 :
C

©oNOo G A

13.Multiplions les deux membres de cette formulerpaf : on obtientm ¢p=m ¢ +% m \?|.

14.L'interprétation physique de cette formule a conne destinée extraordinaire.
15.Nous reconnaissons en effet I'expres%mmf de I'énergie cinétique du corps (paragraphe Iirdaséquence,
les deux formulesn & B etm ¢ sont pour les physiciens deux énergies. On leslEgmergie cinétiques

relativistes. En particulier, si la vitesse du corps est nidirergie cinétique relativiste au repoest,
la plus célébre formule de la physique que la pistéssocie a Albert Einstein (fig. 28a).
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Fig. 32a
Source https://www.google.fr/search?sxsrf=ALeKk02izHyhV-

ZagGMdmwU5s8gp54tAug:1588603609477&source=univ&tisor&g=images+relativit%oC3%A9+restreinte
&sa=X&ved=2ahUKEwjnpdPOuZrpAhVDRBoKHWtkDo0QsARG6BAGAE&biw=1366&bih=613#imgrc=A7
FshcaktZkdCM
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5 Electricité
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833 L'électricité, la chimie et le magnétisme

L'effet chimique se manifeste dans les électrolgseu
Le plus ancien connu est celui de I'eau (figure) 29a
Ce montage est désigné par le code d'écriture€reale I'anode) / solution / (matiére de la cathode
Les électrodes sont en platine (qui ne réagit pas & solution) de symbole chimique Pt.
La solution (qu'on appelle électrolyte) est dedade de formule chimique NaOH aqueux ou de l'acide
sulfurique de formule chimique B0, aqueux. Elle est codée (NaQkYU (H:SOy)aq
L'indice aq vient du mot "aqueux” qui signifie "slisis dans l'eau”.
Le code désignant I'électrolyseur est donc Pt/(Ng@t ou Pt/ (HSOy),{Pt.
Découverte de la quantité d'électricité
On connait de nombreux types d'électrolyseurs apgdas trés variés. Montés en série (fig. 29bjjélmontrent
une loi fondamentale : toutes les masses et taumlemes apparus a la surface ou autour des @diestr
obéissent a une et une seule proportion, quetfélgseur soit monté seul ou dans la série. LaX@c montre
une expérience de métallurgie de I'aluminium eondatoire.
Coulomb avait proposé que toutes ces grandeursatiérmétaient proportionnelles a une seule grandeu
électrique, la méme quelque soit les électrolysetitsur nombre, du moment qu'ils soient montéségie. Cette
grandeur est nomméguantité d'électricité" ou "charge électrique qui passe" (tableau 229bj.
Les chercheurs devaient donc convenir de chois@lextrolyseur de référence pour définir une udéé&harge.
Mais ils n'arriverent pas a s'entendre.
L'électrolyseur le plus fiable et le plus robustemu alors était Ag / (AgNgy,/ Ag.
Ag est I'élément chimique argent, AghlEst le nitrate d'argent. Ce sera Joule (page Wlgrqposa la définition
actuelle du Coulomb.
Notion d'intensité électrique
Coulomb définit aussi le courant constant comma dgoortionnalité de la charge qui passe avec lpsem
(tableau 29c).
L'électricité, le magnétisme et l'intensité
En 1818 Oersted cherchait comment mettre en évedienmodification physique de l'espace autour desants
électriques. Il eut I'idée de placer un fil condurtau-dessus d'une aiguille aimantée orientéke mdmamp
magnétiques terrestre (figure 29d et 29e), Cetjeill et son comportement dans le voisinage dests ou
des courants électriques suggéra que le champ m@gm@eut étre représenté par une fleche (ensuleles

figures 29). Initialement paralléle au fil (en r@)gelle prend une autre orientation. La fléche/etl:teur_B>fi. de
la figure 29d est proportionnelle a l'intensitéatwrant électrique.

Tout se passe (tableau 29d) commBy;set| sont proportionnels. Le coefficieBtdépend du choix de Il'aiguille,
et de la distance qui la sépare du fil, ce qui @dieate une gamme d'instruments de mesure denbitide
nommeés aujourd’h@mpéremetres

AVANT  + APRES 1
e F—

Anode en Anode
j _graphite “ j ___rongee
Cathode | Cathode
en acier | intacte
Fig. 33c Mélange d'alumine et de E Alimnium Mélange d'alumine et

cryolithe fondu (950 °C) de cryolithe fondu

Dégagement de dioxyde de
carbone (Gb
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Fig. 33a : électrolyse de l'eau

Crédit :https://www.futura-
sciences.com/sciences/actualites/chimie-production-
hydrogene-plus-abordable-grace-energie-solaire- 4811

Proportion

Charge qui passeT

emps

1

q

t

Table 33c : définition de
l'intensitél du courant
électrique constant selon

Coulomb
Proportions Proportions
Charge électrique Anode | Cathodd Charge électrique Anode | Cathodd
qui passe qui passe
q M me Masse q Va Ve Volume
1 Ma Mc (Référence) 1 Vi Ve (Référence)
Table 33a

Table 33b : définition selon Coulomb des charges
électriques qui passt

A2/E2/C2} ______ —
[

+ BATTERIE —

Notion de quantité d'électricité

L4
Al/E1/C1

An/En/Cn

Fig. 33b : électrolyseurs montés en série

vers le Nord
terrestre

Vers le
Sud
Mesure dd terrestre
Fig. 33d Fig. 33e
Crédit : .
https://www.youtube.com/watch?v Proportion
=n7EWhEYOa0o Champ Intensité au
magnétique sens de
Coulomb
Bii 1
I
Table 33d :

principe de la "boussole a la
tangente"
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8§34 Electricité, travail et chaleur
James PrescotOlLE était d'abord un chimiste, particulierement intééepar les chaleurs dégagée par les
réactions chimiques.
Il a étendu ses investigations a I'électricité guia mécanique. Voici trois de ses expérienceddomentales et
les conclusions qu'il en a tirées.
Son idée directrice était que le travail, I'éneigtique, la chaleur et I'électricité sont toes dhanifestations
de la consommation d'une quantité de quelque digee appellera énergie.
De I'électricité a la chaleur
La figure 30a montre son premier centre d'intél@tchaleur dégagée dans les conducteurs électricaersés
par un courant. L'intuition initiale était que
- si on double l'intensité en conservant la tengiectrique et le temps de I'expérience alors &ntjté de
chaleur dégagée doublera.
- si on triple la tension électrique en conserVamensité et le temps de I'expérience alors angjté de chaleur
dégagée triplera.
- si on quadruple le temps de I'expérience en cueastla tension électrique et l'intensité alorguantité de
chaleur dégagée quadruplera.
Ces trois réflexion suggérérent une loi du genhafeur dégagée = constamtéensionx intensitéx temps",
D'ou le formuleJ Q=U I t qu'il avait testée (fig. 30b).
De I'électricité a la mécanique
Les figures 30c et 30d montre son deuxieme cefitiédt : le travail fourni par les moteurs élapies.
L'intuition initiale était
si on double l'intensité en conservant la tensleatéque et le temps de I'expérience alors la tjigade chaleur
dégagée doublera.
si on triple la tension électrique en conservamihsité et le temps de I'expérience alors la tijgate chaleur
dégagée triplera.
si on quadruple le temps de I'expérience en coaseta tension électrique et l'intensité alorsdarité de
chaleur dégagée quadruplera.
Ces trois réflexion suggérérent une loi du gemavéil obtenu = constantetensionx intensitéx temps",
d'ou le formuleV =K U | t qu'il avait testée (fig. 30d).
Une nouvelle unité d'intensité électrique
On peut alors définir une fois pour toutes l'uiéd (paragraphe 19) qui rend la constaftégale a 1, et ce sera
I'ampeére (symboleA).
De la mécanique a la chaleur
Joule a monté des expériences établissant direntame relation entre travail et chaleur, sansergsar
I'électricité (figure 30e et 30f). En effet la coangison des formules donmeg hetU | t égales d Q. La
constantel de I'équivalence entre chaleur et travail sembklitir entra 4 et 5.
Joule passa une bonne partie de sa carriere denelersur ce sujet. En effet, d'importantes diffési
techniques contrariérent les travaux : ce sonpéegtes d'énergie
De I'énergie se perd
Les moteurs électriques ne commencent a tournesidiié dépasse un seuil, donc il faut du temps pour qu'il
démarre donc une perte de quarititét qui n'est pas converti en travail. Par contre amstate que le moteur
“chauffe".
De méme l'expérience 20a montre que tout conduéteatrique dégage de la chaleur quand le cougant |
traverse, donc, méme quand le moteur tourne ume pattie de quantitd | t n'est pas converti en travail mais
enchaleur. Aujourd'hui, les techniciens la désigne par ltegpionpertes Joule
Enfin, aucune paroi de calorimetre n'est parfdigmtement, de la chaleur s'échappe et il a falitet les
calorimeétre pour chiffrer les pertes de quarttitét endissipation de chaleur
Conclusion : vers 1848, la communauté scientifigdinit une équivalence entre travail et chaleurg de&ve
systeme d'unité d'aujourd’hui : tempsselongueurs em, masses ekg, tension électrique e, intensité
électrique erf et travail enl. Le coefficient) du tableau de proportion 30a est aujourd'hui &sém

[J=4,18399538 cal'l|.

Unités de I'époque:
Tension le Volt est le pouvoir électrique d'un élémenpde de Volta Cu / électrolyte / Zn ;

Intensité une des unités de ce temps (mg de matiere déposéee cathode par seconde dans un électrolyseur

choisi comme référence) ;

Chaleur, une calorie est échangée par 1 g d'eau liquidadjsa température varie de 1 degré centigrade.
Travail, un joule est fourni par une force de 1 newtcamtidans sa direction sur un metre. Le nom "jonée"
sera adopté qu'aprés la mort du savant.
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Petit Ult
moteur Mesure dd
[]
[ | Mesure 5
eat deU
e Isolan ¢ Q
== Fig. §4b ) _ )
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Agltateur |ent ‘l;/lgd:ell.? In:athemathue teSte b

Conducteur Fig. 34a ouJ est une constante.
électrique  Etablissement de la loi

chauffant  naturelleQ =f(U,l, t)

Mesure dd
Moteur @—‘
L= électriqut T
: batterie mah
7777777777777777 @ Mesure(V) . g
A deU N
Horloge A
déplacement
=h 9
i Charge de masse totate(masses A
@ marquées + masse du plateau
,,,,,,,, préalablement taré d Ult
Proportion Fig. 34d
Force poids F =mg Calon P 'J i Modéle mathématique testé :
Son travail =m g h alories | JOuleS g h=K U ItouK estune
1 J constante.
: Q W
Fig. 34c _ Table 34a
Etablissement de la loi Conversion entre
> Whon cons= f(U,1, 1), Joules et calorit
la fonctionf étant a deviner.
Tambou Poulie
0 O
mgh
Lames fixées hauteur sur
' sur la paroi plusieurs étages
i = Hr & parol | dune cage
== | ~— d'escalier
= . d'immeuble
= Agitateur h
¢ Q
"""""""""""""" eau )
Fig. 34e Fig. 34f
Etablissement de la loi Modéle mathématique testé :
- o m g h=J QouJ est la constante
z Whon cons= f(ULI, 1), Le travail est ici de Joule.

la fonctionf étant & deviner. celui du poids
W=mgh
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§35 Energie et unités électriques
Un des plus grands scandales pédagogiques deroédsree décennies en France fut l'interdiction
d'accompagner les valeurs chiffrées des grandeudggr unité dans les application numériques diegde la

physique. Par exemple, pour une vitesse constaffiterhuleV =)T( appliquée avec les valeuwrs 50m ett = 4s

donne le calcuV =52—Sm =50m _ 12,5%.

Bien entendu, pas question d'écrire les unités anermules littérales commeé= %et les enfants

comprennent tous spontanément les risques de éomfus
Si j'ai écrit en "grasses" les unités, c'est piiredice au fait (Ia on parle entre professeurs)legigrandeurs
physiques jouent le rble des vecteurs unitaires tlagéométrie vectorielle, les nombres jouanteagdds
coordonnées, et que les unités comme les vecteukept faire I'objet d'opérations (paragraphe Shéame titre
gue les nombres (théorie du calcul tensoriel).

Les conversions entre travail et chaleur
Les conversions d'unité et sous-unités sont souegdes par les enfants. Sauf chez mes élévessogyeije
leur avais recommandé de dresser des tableawogdertion (834). Par exemple pour convertir 52408 enm
on fait le tableau 31a en se posant la questiombéen demm dans Im ?".
De méme, convertir 1000 calories en Joules dontableau 31f donc le résultat
[W=J Qavec] = 4,18399538 cal}| (formule 20a), soitW = 4183,99538.

L'Ampére

Le Volt et I'Ampére sont toujours trés mystérieauples éléves. La faute est a I'éducation natioopatce que
depuis des décennies, elle ne demande plus auremdé raconter comment les notions et les urligésrigues
ont été inventées.
Le Volt était aux débuts de I'électricité le pounaun élément de pile de Volta (figure 31a) detreedn
mouvement le fluide électrique, a une époque olnteul connaissait la nature.
Nous savons que cette définition ne concerne augiles avant qu'elle ne commence son effet, anagppelle
la force électromotrice Bien sdr, en collége cette expression est fatégdos mots" trop "savants”. Mais méme
sans exiger de retenir ces gros mots, nous deedfiesl aux adolescents.
L'expérimentation des piles montra l'indépendamteeda force électromotrice mesurée, les dimerssias
piéces et le volume ou la concentration de I'ébéytee, mais aussi la dépendance par rapport almenehimique
de celui-ci et des électrodes.
A I'époque de Joule, il y avait pratiquement uniéutie charge électrique et une unité d'intengté p
électrolyseur (§29). Joule était contraint d'enimhane comme référence, donc ses résultats pseieffets
mécanique et thermique (830) de I'électricité pament étre présentés par le tableau 31d.
Il faut dire aux éléves que les physiciens de agitjue s'étaient concertés pour convenir un alionité pout
tel que siW est enJoules U enVolts ett ensecondeslorsJ vaut exactement 1, et que cette unité fut appelée
Ampeére.

L'électron-Volt
La loi de Coulomb est en fait une définition dearemtsconstants(j'ai horreur de I'adjectif "continu"). Le
tableau 31b donne la |@ = I t qui permet de définir IEoulomb a partir de Ampeére et de laseconde
Jointe a la loi de Joule cela dorive= U Q (tableau 31e). Une application chiffrée avec leigés montre que le
Joule est la multiplication dolt par leCoulomb.
Si on diton appelle electron-Volt le travail subi par unélen traversant une tension de 1 Valkla donne
immédiatement
W=1,6 - 10**Coulombx 1 Volt = 1,6 - 10 **Joule d'oui le tableau de conversion 31g.
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Proportion Proportion Proportion
mm m Charge qui passe¢ Temps | Joules| ...
1000 1 Q t W Ult
52400 L I 1 1 1
Tableau 35a Tableau 35b Tableau 35c¢
Conversion Définition de l'intensité Définition de
d'unités électrique I'Ampére
Proportion Proportion
Charge qui passe Travai Joules
o) W Q Uult=UuQ
1 J
K 1U Tableau 35e
Tableau 35d Chaleur et électricité
Définition du Coulomb
Proportion Proportion
calories | Joules e-Volts Jouleslg
Q W 1 1,6 - 10
1 3 0,625- 10" 1
Tableau 35f
Chaleur et travail Tableau 35g

Cuivre

Zinc

Conversion entre e-Volts et Joules

__-- électrolyte (acide sulfurique aque

Fig. 35a:
élément de
pile de Volta
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§36 Le voltmétre de Thomson
Principe : c'est un condensateur dont une armasirtixe et I'autre mobile (elle peut tourner) srstue a un fil
de torsion fin et conducteur. Un dispositif de patjon optique donne une image sur un écran dont le
déplacement est proportionnel a la tension élaarigesurée.

.

(contact de mes

(contact commun

Fig. 36a : I'appareil
== dans son boitier sans

(

ses équipements
N 0’
& Ecran (souvent
B + sur le mur du
A P laboratoire)  |mage projetée de
T T la fente
‘ Q.
E A >
R * / Régle
[ graduée
- %

Fig. 36b : I'appareil
sans son boitier et avec
ses équipements

*

LentilIe@
“

Fig. 36¢ -
Symbole du voltmetre Fente .

Projecteur

Crédit de la fig. 22a :
https://lwww.google.fr/search?q=gravure+%C3%A9lati¥aC3%A8tre+thomson&tbm=isch&tbo=ué&s
ource=univ&sa=X&ved=0ahUKEwjbuZG02uvbAhWIWRQKHSel ANMDsAQIPQ&biw=1366&hbih=61

1#imgdii=BgyprzKG37xDmM:&imgrc=p67VwTJ_wfyA7M:



Fig. 36d : réglage M

, |
du zéro % g

Zéro HJ

Fig. 36e : mesure [
d'une tension
positive @)
+U -
Zéro
S
AT |
rl
'
Fig. 36f : mesure I
d'une tension -
négative
Zéro
-U
Etalonnage de l'appareil ]
1- En tournant la piéce au sommet, on place l'intigka fente au F'g- 3?9 -
centre de la régle graduée (fig. 21b). les parties électriques

2- On branche une batterie de force électromoticamuel Volts
(fig. 22d et suivantes).

3- On trace un trait sous I'image de la fente ebl@me +U.

4- On branche la batterie dans l'autre sens (8f). 2

5- On trace un trait sous I'image de la fente eblmme -U.
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6 Mathématiques
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§37 La notion de fonction mathématique

1. Unsingletonest un ensemble composé d'un unique élément.<Cittd par le nom de cet élément entre
accolades.

Par exemple le singleton composé de I'élémerst écrit {i}.

2. Unepaire est un ensemble composé de deux élément et desdalement. On les écrit par le nom de ces
éléments entre accolades et séparés par un pojodesi L'ordre dans lequel les deux éléments smritsén'a pas
d'importance.

Par exemple la paire composée des élémeets est écrite {i ; v} ou {v ; u}.

3. Siuetvsont distincts, alors le pairesd{ v} ; v} et {{ v; u}; u} ne sont pas les mémes.

4. En mathématiques, ces paires sont appeléesodptes Comme on en fait un usage trés fréquent et colaare
écriture est lourde, on a créé le code respactiff et (v ; u) pour les désigner.

5. En conséquence, gietv sont distincts, les couples (V) et (v ; u) sont distincts.

6. Dans un couple comme (V), u est appelédntécédentetv l'image

7. Unefonction est un ensemble de couples dans lequel chaqueedeté n'a qu'une image.

Exemples extraits des programmes de mathématiqueg @ollége
Ici, les antécédentssont des nombres réels.
8. Soita un nombre. L'ensemble des coupbesd) est undonction constanteou encordonction de degré nul
Sur la fig. 33a, le nombreest la position de l'intersection de la ligne ésantative avec I'axe des ordonnées.
9. Soita un nombre. L'ensemble des coupbesd x) est undonction linéaire. Sur la fig. 33b, on voit I'allure de la
représentation graphique en trait plaiast positif et en tireta est négatif.
10.Soita eth deux nombres. L'ensemble des coupkesa(x + b) est undonction affine ou encordonction du
premier degré. . Sur la fig. 33c, on voit l'allure de la repnéstion graphique en trait plemest positif et en
tiretsa est négatif.
11.L'ensemble des couples;(x’) est lafonction carré (fig. 33d).
12.Soita, b etc trois nombres. L'ensemble des couplesa ¢ + b x+ c) est undonction du deuxiéme degré
Sur la fig. 33e, on voit l'allure de la représeptagraphique en trait pleimest positif et en tireta est négatif.
13.L'ensemble des couples;(x®) est lafonction cube (fig. 33f).

14.L'ensemble des couples;(\/;o est lafonction racine carrée(fig. 33g).
15.L'ensemble des couples;(1/x) est lafonction inverse (fig. 33h).

Exemple mécanique
16.Un mouvementd'un point matérialisé sur un corps est modélisathématiquement par une fonction dont les
antécédents sont desmpset les images dgmints de I'espace.
17.
Lien logique entre fonction linéaire et proportion
18.Soit la fonction linéaire ensemble des couplesa(X). Sip etq sont deux antécédents, alors les cougles(p)

et @ ; a g lui appartiennent. Formons le tableau 33a. OJiemg =%g donc le tableau 33a est bien un tableau

de proportion.
19.Les antécédents et les images d'une fonction linéaial. 9) sont proportionnels.
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Proportion

Antécédenty Images

p ap

q ag
Table 37a

Images

Antécédents

Fig. 37b
Images
Antécédents
Fig. 37d
Images
Antécédents
Fig. 37f
Images
Antécédents

Fig. 37h

Images

Antécédents

Antécédents

Antécédents
Images
Antécédents
Fig. 379



95

§38 Tableaux de proportion
Note : tous les tableaux de la page ci-contre desittableaux de proportion.

. Traditionnellementpar convention, on a équivalence de signification entre c:ettiiuifer%1 =g et le tableau 34a
gu'on appelléableau de proportion.

. Si on multiplie les deux quotients paib ¢ dpuis simplifie, on obtientdgalité des produits croiségformule
24a).

. Ces deux produits croisés donnent une grande ¢@aletipropriétés mathématiques au tableau 34a.deage
droite sont exploitées les regles algébriques cemichez les nombres qui donnent toute une sétabtiEaux de
proportions équivalents au 34a.

. En haut, on démontre g@u peut permuter "les moyens et les extrémes'autrement dit échanger les nombres
sur une diagonale.

. Au centre, on montre ques deux lignes ou des deux colonnes lues danmfme sens donnent des quotients
égaux

. En bas, a gauche, on montreaqupeut faire sur les deux lignes ou les deux coloes la méme élévation a
une puissance donnée ou la méme prise de racineamie

. En bas a droite, on montre gn'peut multiplier ou diviser une ligne ou une colone par un nombre donné

8. Soit la formule 24a : elle dit que les quotie%mg ont la méme valeug donc qu%l =qet g =gdonc en
multipliant les deux membres de ces égalités pdiviseur,a =b getc =d g En additionnant ou soustrayant
membre a membre puis en factorisgoin aa b = (b £¢) q donchig =

. Les quotients tirés d'un tableau de proportion sontgaux au quotient de la somme (ou différence) des
numérateurs par la somme (ou la différence) des déminateurs.

10.Applications : par exemplea etq étant deux nombres donnés, si on a a résouduatléq d'inconnue

a= x_kq on pense a :% et dresse le tableau 34b.

Ensuite, on écrix—q = gpuis la solutiorx = §+ qg.
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Tableau TTTTTTTTTTTToTTmTommommommomommommommmoooooo-en
38¢ | permutation sur une diagonale !
alb i d|b d|c ajc i
c|d : c|a b|a b|d i
(commutadyvité de la mfultiplicatio
ad=bc a K
1|x-q
Tableau
(divisiorypar un méme nombre 38t
ad_bc ad_bc ad_bc  ad_bc
¢ dc ac ac ab a b d
o a_b d_b égalité des quotientsgzg a_c i
. ¢ d c a b a b d |
(méme opération aux deux membres)
ad_bc ad_bc ad_bc ad_bc
_____ d 4 e a __|...b. b e c_
: d i
I a:% d=b? quatriéme %=C aT:b :
| proportionnelle, :
i dite "régl{e de trois" !
\ ad_bc
(ad)n:(bc)n n’ad:n’bc adkl=bckl Kl K|
N — 0 NN~ Nn=n associativité et Produits de
ad=bc \/5\/8: \/B\/E commutativité quotients
a'|n
c"| d n n
élever a \/5 \/B /
une n n
. c c
puissance \{;ndr\e/_la
donnée pren alb alb
méme =< =<
racine | ak]| bl ak| bk k| k k| k
nieme |ck|dl cl [dl TC lg TC lg
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8§39 Tableaux de proportion étendus
Note : tous les tableaux de la page ci-contre desittableaux de proportion.

L'égalité des quotients en ligne ou en colonnérassitive (tableaux 35a). De proche en procheeut plors
construire des tableaux de proportion étendusrioatbre quelconque de lignes ou de colonnes. Deabésaux
étendus on peut donc extraire des tableaux élémente quatre valeurs.

Par exemple pour le tableau 35b on a d'aprées $&s@n rouge la proportion du tableau 35c¢ qui démne
10x45_ _ 45

On peut augmenter le nombre des colonnes ou desn&s : tout tableau de quatre nombres extraits de ces
tableaux étendus est un tableau de proportian

Le tableau 35d donr%... :%:q donca=bq... ete=fqgdonc

quatrieme proportionnelbke=

oa..+egee=abq..+efg=(ab... +&f) qdoncg... ’getM

b f ab..+ef
soit le choix des coefficients ... , €, on a la proportion du tableau 35e .
Quand des quotients sont égaux entre eux, ils scaulissi égaux a une combinaison linéaire des
numérateurs divisée par la méme combinaison linéaérdes dénominateurs

ont tous la valeuy donc quelque
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alc ajc|e c|e
<« —>
b|d \b d| f alf
ale
b|f 3 ]? cle
glh glh
Tables 39a l /V
d|f
g|h
41| x -20 45 |'m
71-3] 2] z |6 . >1<0 4510
nml| 10| 22x | -10( 5 > Tbl_39
17| 20 | —100] 8 | 2 abie sJ¢
Table 39b
al..|e
b|..]|f > al..|elaa..+ce
Table 39d b|..|f|lab..+ef
Table 39e

r 1
f(r) | (1)

Table 39f
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840 Fonctioncontinue et additive

Par définition, une fonctiohest additive si(u +v) = f(u) + f(v).

Par récurrence on démontre d(e... + ¥ =f(u) ... +f(x).

Avec une soustractiof(u — V) +f(v) =f(u—v +v) =f(u) et une algébre donri@ —v) = f(u) —f(v).

f(u) = f(u + 0) =f(u) +f(0) donnef(0) = O doncf(0) = Of(1).

f(1) = 1f(2) est trivial.

Soitn un entier naturel autre que zéro et 1 : atorsl ... +1 donc

f(n) =f(1 ... + 1) ou 1 est écnit fois = f(1) ... +f(1) ouf(1) est écrin fois=n f(1). Voila pour n entier naturel.
Ensuite pour tout entier relapifon sait qu'il est une différence entre entiersimedsé. Par exemple,
sip=u—von af(p) =f(u) —f(v) =uf(1) —vf(1) = U -V f(1) =p f(1). Voila pour p entier relatif.

On af(1) =f (E) avecn entier relatif non nul donc

f1) =f (% additionnén foiS) = n additions dé (l) =nt (1) doncf (l) =1 ¢,
n n n/ n

Un nombre rationned résulte d'une division d'un entigrpar un entien. Alors

f(q) =f (%) =mf @ = m% f(1) =q f(1). Voila pour q rationnel.

Et derniére chose, on sait que chaque réel estashie qu'on veut d'un nombre rationnel darmondition
quef soit continue dansR, si un nombre rationnelse rapproche d'un nombre réel donné différence — q
tend vers zéro, donc 0 = ljm f(r—a) = limg . , [f(r) -q f(l)] =f(r) —limy . . g f(1) et une algebre donne
limg ., qf(1) =f(r) donc, comme est la limite de&j on démontre quef(1) =f(r) . Voila pour g réel .

Théoréme : Si une fonction est continue et additivalors le tableau des antécédents et desages est un
tableau de proportion (tableau 36a).

Ce théoréme est tres intuitif : la fig. 36b etdbleau 36b le rendent presque trivial.
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Proportion

Antécédent

Image

X

f(x)

1

f(1)

300 ml
0,4 g de sucre

600 ml
0,8 g de sucre

900 ml

Tableau 40a
Fonction continue
additive

1,2 g de sucre

Fig. 40a

Fonction continue additive

Gauche| Centre Droite

Volume| 300 ml| 600 m| 900 m

Sucre 0,49 0,89 1,2 ¢
Tableau 40b

Fonction continue additive
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841 L'usage des aires en géométrie plane
Premier principe : l'aire d'un rectangle est égale a la multiplamate sa longueur par sa largeur (fig. 37a).
Deuxiéme principe: I'aire de la réunion de deux figures est égdéesibmme de leurs aires diminuée de l'aire de
leur partie commune (fig. 37b).
Conséquence l'aire du rectangle est égale a l'aire du péliedramme (fig. 37¢)
Conséquence l'aire d'un triangle est invariante si un somaetéplace parallélement au cété qui lui est appos
(fig. 37d)
Troisieme principe : deux figures de méme forme et de mémes dimessionméme aire (fig. 37e).
Conséquence on démontre le théoreme de Pythagore sans éerifermule (fig. 37f).
L'aire du carré ACDI et du rectangle CHFE sont dégales.
Par analogie il en est de méme des aires du c&R& et du rectangle HBGF.
La somme des aires des deux rectangles précédsire du carré CBGh
. Quatriéme principe : si un coté du rectangle est long d'une unitfbbdgueur, I'aire est égale a la longueur de
lautre cété (fig. 37g)al=1la=a.
. Cinquiéme principe : l'aire d'une ligne est nulle (fig. 37h).
Conséquence les aires et leurs propriétés admises a priori sapbaux nombres leurs régles algébriques.
- Commutativité : les deux rectangles de la figuries®nt égaux donc ont méme airab=b a
- Distributivité (figures 37j) : I'aire du grand racgle est a la foia (b + c) eta b + a c L'autre figure
montre qued +b)c=ac+bc
- Distributivité (figures 37k) : I'aire de la surfagase est a la foia (b — g eta b — a cet a la fois
(a—-bcetac—-bc
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Largeu

Aire =a

Fig. 41c : Quelle que soit la

Longueurb
Fig. 41a

.

position de M les aires du

rectangle et du parallélogramme

sont égales

AB’ + AC? =BC?

Les aires des surfaces

\

Fig. 41d : Quelle que soit la
position de M l'aire du triangle

jaune reste la méme

Fig. 41e

grises sont égales entre '

elles et égales a

celles

des surfaces jaunes.

fig. 41g : élément neutre

fig. 41 : distributivité

Fig. 41f : démonstration du théoreme de Pythagore

0

fig. 41h : élément absorbant

b

fig. 41k : distributivité

fig. 41i : commutativité
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842 Une invention mathématique importante : les veeurs
Idée initiale
Soit un corps en translation (page 3) a une certabesse constante représentée par une flecheladhe a sa
pointe et son empennage. La question icoagplacer I'empennage de la fleche ?
La réponse immédiatement intuitive eat un point dans la matiére du corpgais alordequel ?
Aucun point du corps ne doit étre privilégié, dehaque point dans le corps peut étre la position de
I'empennage (fig. 38a). Les plus anciennes mentlerce probléme sont des grecs antiques Archimexle (
200 av. J. C. en Sicile) et Héron (vers 50 ap.. & Slexandrie).
Pour contourner cette difficulté, plusieurs sciaiies ont eu I'idée de donner un nom angembles de fleches
qui ont toutes la méme direction, le méme seres la méme longueur Le Francais Fresnel (vers 1820) l'avait
proposé, mais fut trés critiqué, le Britannique Hton (en 1843) proposa le mot latiectoret I'Allemand
Grassmann (en 1844) finit par convaincre les sfigaés de I'intérét pratique de l'idée : en Fransedopta le
motvecteur
Toutes les fleches grises de la figure 38a apaeiet au méme vecteur, on dit alors que ce veotpuésente
la translation. Deux de ses fleches choisies aarldldA ; B) et (D ; C) dessinent manifestement un
parallélogramme (fig. 38b). Nous admettrons deex fleches du méme vecteur dessinent toujours un
parallélogramme.
Ecriture des vecteurs: On a convenu d'écrire un vecteur par un ou lusicaractéres surligné d'une fléchette.

— —
Par exemple le déplacement précédent est écrhicx AB ouDC.
Un avantage supplémentairdans un repére donnétoutes les fleches d'un méme vecteur ont les mémes
coordonnéegfig. 38b).

On dit que la vitesse et I'accélération sont des gndeurs physiques orientées.

Un corps en translation dessine une infinité dehiis vitesse ou accélération (quand elles sostaates) donc
dessine en fait une translation particuliere (f2)geprésentée par un vecteur particulievdeteur vitesseet le
vecteur accélération

Translations successives

Suivons (figure 38c) un point matérialisé sur urpsdors de deux translations successives. Ce poaupe les
positions successives A, B et K. Le bilan de casdliations est la fleche (A ; K)HBSLES popularisa l'idée déja
ancienne que la fleche (A ; K) résulte de I'additite (A ; B) et de (B ; K). Mais comme ces fleches

appartiennent aux vecteurs respeaﬁ)f(s AB etBK on écrit larelation de CHASLES

—> — —>
AK =AB + BK| (formule 28a).

Le fig. 38d montre pourquoi cette addition estnmutative. En effet, la permutation du réle des deux
translations doit donner la méme position finale.

iy 4 —> —> —> . .,
On a les égalitéBC = AB etAD = BC et l'identité de Chasles
— — — — —> —
AC=AD +DC doncAC=BC + AB.

. —>
On peut soustraire aux deux membres le ve&&ur

AC-AB=BC (Formule 28b).

Multiplication d'un vecteur par un nombre
Soit une fleche (A ; B). Elle gradue la droite @aggar A et B, A étant l'origine et B le pointlabaisse 1. Soif
un nombre : il existe un point M sur la droite dbaibscisse est.

On dit alors que le vectedM est la multiplication daB parq (fig. 38d) et on écrit indifféeremment

— — — —
AM =qABetAM = ABq.
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)

L

-
Fleche du vecteukM

N
Fléche du vecteukB

Fleche du _,
vecteurAM\

M si g est
positif o )

M si g est Fig. 42d N
negatif s S—
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8§43 Trigonométrie

1. Par application du théoréme de Thalés, et pour méerdes quotients égaux entre longueurs de setgndera
figure 39a, on dresse un tableau de proportiong@ab39a) avec une colonne par sécante et unegamne
paralléle .

Références Formule

2. On entire les relations de proportionnalité suigan 1 tana = Sina
(les références sont en haut a gauche des casaislelau 39b). cosa

Par exemple les quatre chiffres 2 sont dans quases en rectangle. Si on les 2 X=r cosa
extrait, on obtient un tableau 3 y=rsina.
Proportion 4 X=Rcosa
r X 5 Y =Rsina

1 | cosa | quidonnex=r cosa.

3. La figure 39b montre aussi les relatigns sim)= - sina| et| cos (-a) = cosal.

Le radian est défini a partir de la formule du périmétrecducleL = 2 TR en choisissant un rayon d'une unité.
Le tableau 39b donne des divisions les plus usitée=rcle.
4. Les cases prises 4 par 4 en rectangle ou en camérfit une proportion. Par exemple

S. 8en radians™ %r—é‘bu Ben degrés— 360x 60)(2?_([) Gen radians,

6. Le théoréme deYAHAGORE appliqué au triangle OCS donhe Tas sifa=1] .

Petits angles

7. Considérons un secteur OFS. Intéressons-nous eata®Oc des grandeurs circulaires. L'aire des tr@icles
de la fig. 39b cercle estr?, metnRe.
Alors on a les inégalités aire OGSire secteur OFS aire OFT, donc

% sinacosa< % QoW radiansS % tana, donc

sina cosa < ag, radiansﬂw donc, en multipliant les trois paiL : cosaSM%L doncona
cosa sina sina cosa

1< lim,_oZenradiansg 1 dond fim,, _ ,2enradians 1
Sina Sina

8. Une des formules 29a donne air tana cosa donc 1< Iimaﬁo,;r:g—?:dggzs 1 donc a la limite le cosinus vaut 1

donc il restd |im, ,2enradians |
tana

9. Le cOté pratique de ces résultats est que si lI'argggh exprimé en radians est assez petit, il est
numériquement assimilable a la fois a son sinus atsa tangente

[ sina = tana = ey ragiangUANMA €St assez pelit
10.Mais dans de nombreuses activités, I'angle estregmn degrés — notamment en astronomie — etrader

précédente devient si=tana= %ﬁﬁquanda est assez petit




106

Proportion
sécante ADB| sécante AEC parallelesT riangles
AD AE DE AED
AB AC BC ABC
Tableau 43a :

exploitation du principe de Thales

(— sin a)
( cosa
RayonOS=1
RayonOF =1
RayonOB =r
RayonOM =R
Fig. 43b
Cercle
trogonométrique
Proportion
sécante OM sécante OD N .
(hypoténuses) (axe des abscisses) paraliéles Triangles
2 OB=r z OA=x |3 AB=y OAB
®% 0s=1] ™ o0C=cosa | ®S=sina oCs
oT ! OF=1 |' FT=tana OFT
* omM=R]| “ obD=X |> DM=Y ODM
Tableau43b
Proportion
Tours| Radiang Degrés Minutes Secondes Droits  Plataires
Arc Stour Srad Adegré Amin Osec Adroit Aplat Aire OFS
Cercle 2T 360 | 360x 60 | 360x 60x 60 4 2 i

Tableau 43c
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844 Théoréme du cosinus et produit scalaire

Ecriture canonique des grandeurs triangulaires : un sommet et I'angle intérieur associé sont désigar la
méme lettre majuscule, la longueur du c6té oppssdésigné par la lettre minuscule corresponddigtedQb).

Loi du cosinus
C'est la généralisation du théoreme de WHAGORE aux triangles quelconques permise par l'inventiome

la trigonométrie (page 28): | a® =b’ + c?— 2b ccosA| (formule 30a).
Démonstration. Une double application du théorém@ythagore donre# = (b —x)* + h?.
Une identité remarquable donae=b? — 2b x+ X + (¢ —x°).

h
c

Mais (paragraphe 29) on a cAs— doncc cosA = h et par substitution

a?=b’-2bccosA+c’m

Qui était al-Kashi (né a Kashan en Iran en 1380a@t a Samarkand en 1429) ? Son nom completleiyiath
ad-Din (secours de la religionJamshid(le brillant) Mas ud(heureux)al-Kashi(né a Kashan). C'était un
mathématicien et astronome perse. Il est l'inverdawcosinus. Totalement oublié pendant des sigsten nom
apparut dans les années 1990 dans les manuelsex@ldités en France. Les mots sinus et cosimiuse
invention ultérieure (Regiomontanu®e triangulis planis et sphaericis lihri561).

Produit scalaire
' Arati N - . , o — — —
C'est une opération qui a deux vecteurgt v associe un nombre éctit - v ouu v.

Dans un triangle ABCA, si on considére les vectéBet AC contenant respectivement les fleches (A ; B) et

(A ; C), le produit scalaire deB parATé est par définitiolAB ACcos (ATI)3 ; ATEZ), soitb c cosA de sorte que ce
produit puisse étre calculé directement & parsrdimensions du triangle. En effet, dans la fornaide-KAsHI,
la soustraction du carré depuis |'addition du double produit aux deux memlatesne 2 ccosA = b? + ¢ —

2 2 2
a®. La division des deux membres par 2 dopB AC :“% .

Angles aigus, droits et obtus

Le produit scalaire peut aussi bien étre positif,au négatif.

- Siil est positif : lalonguewr est petite donc I'angle A esigu (fig. 40b).

Si il est nul alors on retrou® + ¢ —a’ = 0 donc, en additionnant la carréadaux deux membres, on retrouve
le théoreme deYAHAGORE qui montre que l'angle A edtoit (fig. 40c).

Si il est négatif, la longuewr est grande donc I'angle A edttus (fig. 40d).
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A A
b c b c
C a B c a B
Fig. 44a Fig. 44b
A
b
C
C a B

Fig. 44c
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845 Produit scalaire en coordonnées
Produit scalaire en coordonnées planes

Rappel (paragraphe 25) BC?=AB?+ AC?— 2AB ACcosA et
AB ACcosA est leproduit scalaire deAB parAC.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées (paragraphe 1) est

| AB® = xa” + Yas-| (formule 32a).

On a de méme
AC? = Xac? + Yac” etBC” = Xac” + Yac’.
Par substitution dans I'expression du théoremekaishi

2y 2oy 24y 24y 2 Z—ZATI)SAT()'I
Xec TYBc =XaB TVYaB TXac TYac .

N
On décompose le vecteBEC a gauche selon la soustraction de Chasles pataggap)

2 2 2 2 2 2 2 2
Xac” +Yac = (Xac —XaB)” + (Yac —Ya)” =Xac” + Xag — 2 Xac Xag * Yac~ +Yas — 2 YBA Yac -
On reporte :

24y, 2_9 " 24y 29 =y, 24 24y 24 2—2A_)BA_()'3
Xac t Xag — < Xac Xag tYac tYas — < YBaYac TXag TVYag tXac tYac > AL _
ce qui met en évidence I'élimination de tous lesdsa(en couleur), du signe moins devant les dsuieduits et
de leur multiplicateur 2 donc il reste

— —>
Xag Xac + Yag Yac = ABAC| (formule 32b) .

Produit scalaire en coordonnées dans l'espace
On peut tout répéter en ajoutant dans chaque tigrfermules une cote.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées est
AB? = Xa5% + yas? + Zag? (formule 32c).
On a de méme
AC =Xac” +Yac” + 2ac” €1BC” =Xac” + Yac’ + Zac™
Par substitution dans I'expression du théorémekdighi

2 vl 2oy 20y 2 . 2py 2y —ZAT)BAT()Z
Xsc TV¥Ysc tZsc =XaB T VYaB Xac tYac .

On décompose le vecteBE & gauche selon la soustraction de Chasles
Xac” * Yac’ * Zac” = (Kac —Xas)” + (ac —Yas)’ + (@ac —Zap)’

o 2 2 2 5
=Xac” + Xag — 2 Xac Xag + Yac” T Yas — 2 Yac Yas + + -2 Znc Zas -
On reporte :
2 2 2 2
Xac” + Xag“— 2 Xac Xag + Yac” T ¥Yas — 2 Yac Yas + + — 2 Znc Znp
— 2 2 2 2 2 >
=Xag” tVyas~ t +Xac” tYac™ t - 2ABAC.

ce qui donne I'élimination de tous les carrés @neur) et du signe moins devant les doubles ptedui reste

Xag Xac t Yag Yac ¥ Zag Zac = ABAC (formule 32 d) .

Un travail (paragraphe 11) est donc un produitasig| celui d'un vecteuF représentant la force par le vecteur
AB auquel appartient une fleche déplacemAntg). Or le produit scalairé& AB est aussi donné par la formule

F AB=F - ABcos (? ;N)B) (formule 32 €), ce qui, en mécanique nous domsarformations précieuses.
Dans les figures page suivante, la force est éctatinu rouge et le déplacement en tirets. Bivgpes de
travaux sont présentés.

Un cas particulier intéressant est quand les détésanesurent chacun une unité de longueur car slorun

— — — —
plan|Xag Xac + Yag Yac = c0s ABAC)| et dans l'espadeas Xac + Yas Yac + Zag Zac = €0S ABAQ)|.
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\ o
Angle(F ;AB)nul,  Fig. 453 ce

travail =F ABcos 0 {rgvail est

A =+FAB moteur.
- = . Fig. 45b :c'est
Angle (F ; AB) droit, un glissement
travail = +F AB cosg nul. parfait.
A

travail =F AB cosTt tr,a\_/ail est
=—F AB. résistant.

Fléche du vecteur représentant une

-
_force de contacE asyrs

Fléche du vecteur représentantsa™~

composante normale : elle ne F|g.|4?d :

travaille pas. seule la
composante
tangentielle

Corps B Corps A

Fléche du vecteur représentant sa
composante tangentielle : son travail
est + ou -F x distance.
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846 Théoréme du sinus

La figure 42a montre que le rectangle (trait netrle parallélogramme (surface grise) ont méme aire
Quand un coté de parallélogramme glisse le long dgi-méme, son aire ne change pas.

La figure 42b montre que l'aire du triangle (suefgcise) est égale a la moitié de celle du pacgl@mme (trait
noir).

Quand un sommet de triangle glisse le long d'une paléle au c6té opposé, son aire ne change pas.

Sur la figure 42c, l'aire du triangle rectanglerface grise) est égale a l'aire du triangle quejoen(trait noir),
mais aussi a la moitié de I'aire du rectangle iets). Cette aire est égale a la multiplicatios mgueurs des
deux c6tés, la base et la hauteur. L'aire du tiéaggelconque est donc égale a la multiplicatiofadengueur
de la base par celle de sa hauteur (en lignepott).

L'aire d'un triangle est égale a la moitié de la mliiplication de la longueur d'un c6té par celle dda
hauteur issue du sommet opposé

En trigonométrie (paragraphe 29) O-E a sinB.

L'aire du triangle ABC e% a hdonc es% acsinB.

En permutant circulairement les rdles des cotéeefngles il vient deux autres formules de l@ir¢riangle,
doncacsinB=c bsinA=b asinC.
Une division de ces trois grandeurs égalesagacdonnele théoréme des sinus

sinB _sinA _sinC (formule 33).
b a c

Pour un triangle ABC isocéle en A (fig. 42e), dnac = Rdonc son aire es‘léIR2 sinA.

Soit AH sa hauteur issue de A : les triangles AHBIEC sont rectangles et le théoréme de Pythagoneel
HB? etHC? = R? — AH? donc HB = HC donc H est le milieu de BC donc lathar est en méme temps une
médiane.

Les deux triangles ont les trois cdtés homologgesié donc sont égaux donc les angles homologues so
égaux don® = C et les angles HAB et HAC valent la moitié Ale

Dans ces mémes triangles rectanglels= R cosA/2 etHB = HC =a/2 =R sinA/2.

L'aire de ABC est donc le double don% RsinA/2 - RcosA/2 =R sin% cos% .

On en déduit I'expression trigonométrique du daulellet d'un angl% sinA= sin%‘ cos%‘.
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Fig. 46a
Hauteur Hauteu Flg.4ec
du r du
rectangl triangle
Base
A
R N2 | N2\ R _
Fig. 46e
B u C
al2 H a2

Fia. 46b

Fig. 46d
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847 Aire du triangle en coordonnées en deux dimesis

L'aire Sdu triangle ABC de la figure 43a est la différemeodre I'aire du rectangle IJCK qui I'envelopptaet
somme des trois air@s b etc respectivement des triangles AIB, BJC et CKA. @iess sont sensées étre toutes
positives et il faut tenir compte du sens des #&dhdiquent les coordonnées des fleches des vedBir (Y)

X'
etAC= (Y)
Aire ABC = aire IJCK — aire AIB — aire BJC — air&g,
Aire IJCK=X"(Y'=Y) = X"~ XY

Aire AIB :%x V)= —%)«Y
Aire BJC=:—2L(X'—X) (Y'—Y)=%N'—X'Y—XY‘+/X)Y
; Iy v
Aire CKA ==XY"
2N
La somme algébrique de l'al. 2 élimine les calbalsés et il reste
1 1 1

Aire ABC =— X' Y—% [-X Y=X Y] ==X Y+2X Y+2X Y'=2X Y'—% X' Y=% [XY' =X Y eton résume :

. _1| XX
Aire ABC A%
diagonale principale moins la multiplication en d@nale secondaire
Le motdéterminaniest choisi car il permet de savoir si les pointsdt C sont alignés ou non. En effet, en cas
d'alignement, le triangle 1JC est aplati doncd'ast nulle donc le déterminant est nul et récipeatent.

Note sur le signeX Y'> 0,Y X'< 0 donc -Y X'> 0 donc l'aire de ABC est comptée positivementoNs aussi

. Le petit tableau multiplian% s'appelle unéterminant. Il signifie multiplication en

gue la colonne des coordonnéesﬁ_wﬁa)récéde celle des coordonnéesA@donc I'angIe@,ATé) est orienté
dans le sens trigonométrique positif. Enfin, peenlgs deux vecteurs change le signe a la foisniis £t du
déterminant.

Que signifie ce signe ? Il faut regarder en tramseshsions (fig. 43b) et imaginer que le triangleses le plan xy
d'un repére de l'espace Oxyz. L'aire est représgrbéune des trois fleches grises (dans le catieast

. . . N ~ g - z . . z
positive) qui appartiennent & un méme vectsyie vecteur aire. Il est alors nécessaire de choisir une échelle
(tableau 43aycm? = mfﬂ. Ici, e est le facteur d'échelle.

cm

p Py XaB - Xac
On peut reformuler le résultat en renommant lesdmmées AB = <yAB) etAC= <yAC> et alors

XaB Xac
YaB Yac

XaB Xac
YaB Yac

aire ABC =% et, si les c6tés font une unité de longyeur Asin

2

XaB Xac
Yas Yac

L'aire du parallélogramme ABDC est le double déecal triangle ABC, dong aire ABDC ~:

Un cas particulier intéressant est quand les d®Bst AC valent chacun une unité de longueur. Dans ce cas

XX
Y Y'|

. R . . XX .
l'aire de ABC est a la fois (§4%)smA et%‘ Y donc sinA = ‘
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y
A
K
A
Y' C
S b
Y A a
v J
I
X
Figure 47a

Aire du triangle en

coordonnées planes

—
Fleches du vecteur ai s

Fig. 47b :
aire plane dans l'esp:

Unites | nite de
de
longueur
surface
ecm’ lcm
scm® scm
Tableau 47a

échelle entre aires et

Plan xy
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848 Parallaxe en astronomie

Dans ce qui suit, on appellevaservatoireun lieu ou se tient des astronomeasteun objet du ciel qui les
intéresse , étoile a 4 branches).
En astronomie, la parallaxe (fig.44a) est 'angkous lequel I'astre A peut étre vue depuis ur gsiihouette
de saturne) la longueur entre deux l'observatdiresB (silhouettes).
Pour les astres du systéme soldirest la longueur d' une corde séparant deux obis@es parallaxe diurng.
Pour les astres extérieurs au systeme solaist le demi grand axe de I'orbite terrestre autwBoleil, soit
une unité astronomiquedrallaxe annugl
Un objet E est assez lointain pour pouvoir assinée droites (pan) et (pas) comme paralléles.

Parallaxe diurne (fig. 44a et tableau 44a)
Enbleusont écrites les valeurs mesurables.

La somme des angles d'un puistest

Ttriangle ABC :p +a + o' + 3 + B' =1t L'objectif des mesures et des calculs est I'apglet— (@ + o' + 3 + ).
Triangle ABS ¢ + @, + n + s=Tt Seulsn ets sont directement mesurables. AlorgsZ T—n—s=11— (N +9).

En trigonométrie, sigs = sin[g—nT“LS} = cosnT-FS.

Deux angles sont complémentaires (leur somme eashgie droit)
Autour du sommet Aa + ¢ :gdonca :%[—cpS donc 20 = 11— 2@ et par analogie B = 11— 2@,.

Cas d'un objet proche (satellite)
Le triangle ABC est isocéle en C dopcet @, sont égaux donc (al. 8)et3 sont égaux.
L'al. 6 et 9 donng =11— (2a +a' +3).
L'al. 9,8 et7 donnent:@et 2B =11— (M—Nn—-S)=n+s.
L'al. 10 et 13 donnem=1—(nT +a' +B) =1+ a' + ' — (h +S) qui a méme sinus que+ s— @' + ).
Théoréme du sinus

Triangle ABS —X_=_L _=L_1 g4onc (aI.11)x=L_Lsin[n—+S+[3'}

sin(3+pB) sinp 1sinp sinp 2
Triangle ABC — L = _R = (al. 7)L . AlorsL =R __ sin(h +59).

sin(n+s) sings cosn*s cosntS

2 2
Le théoréme de I'angle double dorne 2 R sinltScos*S-oRin1ES
n+s 2 2 2
cos——
L'al. 13 et 15 donnefik = 2R sin1 =S - 1 sin[n+s+ B'} .
2 sin(h+s— (@' +pBY) 2
Par analogiey(a la place d& eta’ & la place d@') |y = 2R sin=S 1 sin[n+s+a} .
gieyalap p &)y 2 Snh+s—@+p) >

Cas d'un objet lointain (Lune et planétes solaires)
Les paires d'angles' et[3" sont alternes internes. On a donc simplerpenti” +3". On a donc

x = 2RsintS - 1 sin[n+s+[3'} .Paranalogi3y=2Rsinn+S - 1 sin[n+s+a']
2 sin@" +p") 2 2 sin@" +p" 2

Pour les objets lointains, les parallaxes sontfgtis donc leur sinus peut étre confondu aveglkaen radians.
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(pn) )
Eauat JBB( — S E
o p— - 4
,,,,,,,,,,,,,, ATy
\ o
(ps; 7

Note : La détermination de la parallaxe lunairdr@eb?2’ et 62'), est

due a Nicolas Louis de Lacaille et a Joseph Jétéefrancois de
Lalande (1732-1807), opérant simultanément en geints de la
surface de la Terre trés éloignés I'un de l'autre.

Symbole R n

Grandeur Rayon Lat. n.
terrestre

Statut Mes Mes
Abréviations: Mes = mesuré

Calc = calculé
Lat. = latitude
n. = nord
s. = sud

Déc. = déclinaison
Paral. = parallaxe

a" p" L p
Déc.s. Déc.n. d€or Paral.
Mes Mes Calc Calc

(h) = lignes hamnizo

S a' B'
Lat.s. Déc.s. Déc.n.
Mes Mes Mes
)
Fig. 48a

= verticale locale

(pn) = quasi-paralléted
(ps) = quasi-parallele sud

¥ers le zodiaque

Fig. 48b
Parallaxe annuel N A
Le probleme est beaucoup plus simple.llast NN p ot
la longueur du grand axe de I'ellipse supposée
étre la trajectoire de la Terre autour du Solesis L~ Soleil®
distancex ety séparent notre planéete de I'objet
étudié, cet objet étant hors du systéme solaire. X
Les angles et sont directement mesurés.
<vers le zodiaque
Proportiondesunités circulaires
L . 4. Minutes Secondes Minutes Secondes
Unité | Tours| Radians Degrés d . . .
arc d'arc horaire horaire
Arc ar ar ap Ava 8sa Anh Ash
Cercle 1 2T 360 360x 60 360x 60x 60 24x 60 24x 60x 60
Tableau 48b pour les conversions d'unités d'angle
X = y - L —_— = = Psa
SinB_sina _Snp etp =1— (0 + ) donnentx = smB smB avech 21 260 % 60X 60

Note : le tableau 44b permet les conversions aﬁamﬂarc ou d angle. Par exemple les colonnesaliatet "mn

horaire" donnent la formulg a

24 x 60 ayn
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§51 Détection d'une exoplanéte
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1
Centre de masse

L'étoile s'éloigne L'étoile se rapproche

Fig. 51a:
détection d'une exoplanéte par le balourd
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852 Aire du triangle en coordonnées en trois dimeims

La projection (figure 46b) d'un triangle ABC sur des plans Xy, yz ou zx est un

triangle nommé respectivementB®iC,, AB,C, et A,B,C,.

Notons dans cette dénomination la succession aireutles lettres X, y Fig. 46a

et z (figure 46a). Ainsi les plans sont successe/grmésignés xy, yz et

zx et, par exemple le plan nommé yz porte le ti@igB,C,. y z
On sait calculer a partir des coordonnées les diss \/
triangles AB,C,, A\B,C, etA,B,C,. Ces aires sont
portées sur les axes de méme nom. Par exempée I'air z Plan
de AB,C, est nommés,.

Les points |, J et K ont les coordonnées

R
1 0 0 S
respectives 0]|1|et|0][Plan
0/ \1 1| # o N
N X G 4
Les vecteur®l, OJ etOK ont ces mémes
coordonnées. A/\ A
X R — By A
On se servira des coordonnéeé | deAB S K® B
Z . g
Xl O e :‘]lk ,\ S/ > y
' —>
et| Y' |[deAC. ' §
Considérons (fleches rouges et solide en JQCZ
_ — A Plan
hach I te@rd z ;
achures grlsgks) e vecte@r de //55 B, yz Fig. 52b
X
coordonnéeES,j.
S

Les produits scalairg8l S ,0J S etOK S valent respectivemes;, S etS,.

. ) — —> — —> — —>
Les mémes produits scalaires valSibs QI, S) , Scos OJ S) etScos OK S).
On peut facilement écrire les formules des airasstdangles AB,C,, AB,C, etA,B,C,

XX YY YAVA
Slzl '%:%

Sy vy S73z 2 X x|

1
2

Un calcul démontre que les deux produits scaldifzsS etAC - S sont nuls. Cela signifie que les fleches de

'S sont perpendiculaires au plan du triangle ABCguien'apparait pas nettement sur la figure 46b.
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— —
Le carré dABAC =X X' + Y Y' + Z Zdonne aprés développem&tX'?+ Y Y2+ Z 72

+2X XYY+ 2X X' Z2Z+2YY' ZZ

Le carré de B, donneX 2Y'?+ Y2 X'2—2X Y'Y X' celui de 25, donneY?Z'>+Z2Y'?-2Y Z' Z Yeet celui de
2S.donnez®X'?+ X?Z'?-2ZX' X Z

La somme des résultats des alinéas 11 et 12 élimandoubles produits.

La somme des termes restants est factorisable Biplination deX?+Y?+Z? parX'2+Y'%+Z'? | c'est-a-dire par
la multiplication des carrés des longuefBet AC.

2
onaalord ABAY +[25]?+[25)?+[2S]2= AB? AC?.
2

ARAC] | [25]°+[25]°+[28)?
Une division par les carrés des longueurs d -+ ——— =1.
AB“AC AB-AC
On sait que le quotient du produit scalaire paréuit des longueurs est le cosinus de l'angle des fleches

— —
deAB et celles dAC.

2 2 2
En conséquenceAB ACcosA)? + [2 S‘] * [228/] 2+ [2 S‘] =1
AB-AC

On sait donc quL2 S|*+ [223/] 22'" [25]°
AB“AC

On conclut qud2 S]° +[2 8] +[2 S]? = AB? ACZ sir? (AB , AC) qui est le carré daBACsin (B, AC).

On sait queAB ACsin (ATI)3 , AT(E) est le double de l'aire du triangle ABC, doncl'aste du parallélogramme
ABDC.

On sait donc quf2 S]* +[2S)* + [2 S]* est le carré de I'aire de ABDC.

En substituant les air&, S, etS, les multiplicateurs 2 disparaissent (al. 9) e¢dite

‘YY' 2lzz|2 xx"2

est le carré du sinus de 'angle

2721 HUxx!| *lyyl = carré de l'aire de ABDC.

Mais a gauche on a (al. 22) I'expression de Pyteage la longueur des fleches d8 2'oul cette interprétation

(fig. 46b) :| le vecteur B est le vecteur aire du parallélogramme ABDC

Cette théorie des aires en trois dimensions atitaldiéfinition d'une nouvelle opération entre eecs : =
résulte de lanultiplication dite vectorielle (parce que le résultat est un vecteur), désigaééesignelou le

) — —  — — — — —> X Y: -y .
signex selon les auteurs du vecté\B par le vecteuAC: ABOAC=ABxAC=2S=| YZ'-2ZY'|

ZX' -XZ
Yy
27
La derniere formule s'écrit augsi x x'| |- Cette écriture met en évidence la permutatiacutaire des
XX
YY

coordonnées (fig. 46a) : on lit les colonnes dechauet on pense "X est donné par Y et Z, Y eshéqar Z et
X et Z est donné par X et Y".
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8§53 Calcul d'un volume & partir des coordonnées

Voici une proposition de géométrie dans I'espacpaindifficile (fig. 47a).

Le parallélogramme MNPQ est une translation de EBGHui-méme.

En conséquence, les surfaces EMIH et GPJN sorgsgal

De méme EMJF et GPQI sont égales.

Les solides AD-EMIH et CB-GJNP sont égaux.

De méme AB-EMJF et CD-GPQI sont égaux.

Par réunion homologues, les solides jaune et ldeuégaux, donc ont méme volume.

Du solide ABCD-EFGH ou passe a ABCD-MNPQ en enlélasolide jaune et en ajoutant le solide bleu.
En conséquence, le volume de ABCD-MNPQ est égablume de ABCD-EFGH.

Le parallélépipéde est sensé étre droit, c'esteaeqlie I'angle AEM est droit.

En trigonométrieAE = AM cos (ATI)E , AX/I).
Le volume d'un parallélépipéde droit (la base AB&Dun parallélogramme quelconque mais le segm&itiE
est perpendiculaire.
Le volume est égal a I'aire de la base multipligéelp hauteur donc le volume de ABCD-EFGH est adalire
de ABCD multipliée paAE.

N

Vu l'alinéa 9, le volume de ABCD-MNPQ est égakérd de ABCD multipliée pahM cos (ATI)E , AM)
En conséquence, ce volume est le produit scalaiﬁ?édaarﬂ\)/l.

L'aire de ABCD est égalesB ACsin (ATI)B , ATI)D).

En conséquence, le volume de ABCD MNPQ est égd3 &AD AMsin @Té , ATI)D) cos (ATI)E , AX/I).

On sait queA_I)E est le produit vectoriel deB parATf).

On conclut que le volume de ABCD-MNPQ est donnélaformule AB JAD) - AM.
Définissons les coordonnées des trois vecteurgnant les arétes issues de A du parallélépipedeDABC
MNPQ, le solide étant orienté n'importe commentrpaport au trois axes du repéere orthonormé desaltes:

— X — X —> X'
AB=| Y [AD=| Y' |etAM=| Y" |
Y4 VA z"

. ) — . YY'| | 1 ZZ
Le produit vectoriel esAB O AD d'absciss 770 d'ordonné X X'

td tXY'
etde cotg \, . |.

' YAVA X X
X X YY
Le développement des déterminants doMh8' - Z )W X"+ Z X' =X ZY"+ (X Y' =Y X' Z".

Le développement donneZ' X" + Z X' Y+ X Y' Z" -Z Y' X"-X Z' Y"'-Y X' Z"

Une astuce permet de mémoriser facilement cettensoahgébrique de multiplications (tableau 38a). treis

La formule du volume est dor{cz 7 X" +‘ ‘ Y +‘ ‘ z".

premiéeres lignes portent les coordonnées desveoieursAB , AD etAM dans cet ordre. Les deux premieres
lignes sont ensuite répétées. Pour les produitsi@uitgs, suivre les fleches rouges et pour lestsaits les
fleches bleues (figure 47b).

Mais I'écriture standard se contente du tableau@&terminant 3 sur 3).
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A B
Démonstration de l'al. 3

27. Surfaces de l'al. 3:1Q = FJ, MQ = FG.

28. donc par difféerence MI=MQ - 1Q =FG - FJ =JG,,

29. HJ = JN, HE = PN, et les segments EH, MI, JG etBiM paralléles.

30. En conséquence les surfaces EMIH et GPJN sontsgale
Démonstration de l'al. 4

31. La démonstration est analogue pour EMJF et GPQI.
Démonstration de l'al. 5

32. AD = BC donc les solides AD-EMIH et CB-GINP sonagg.
Démonstration de I'al. 6
33. La démonstration est analogue pour AB-EMJF et CORGP
Démonstration de l'al. 7
34. On réunit d'une part les solides AD-EMIH avec AB-BMen jaune) et CB-GJNP avec CD-GPQI (en

bleu).
X X X"
Y YY"
277"
X X' X"
Y YY"
111 121 13 Tableau
21| 22| 23 53a
31| 32| 33
Tableau 53c
numeérotation b
des lignes et
des colonnes A
bal
X X X"
YYY'
2727

Tableau 53b
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854 Fonction additive continue de plusieurs varialgls
Enoncé : soit une fonctidrdont I'antécédent est une suite de nomhres ( 2). L'image est écrite en principe
f((u ... ,2), mais la double paire de parenthéses emboitémesmbrante et on a pris I'habitude d'enlever une
paire. L'image s'écrira doffg ... , 2).

u
On a aussi une autre écriture possible : mettredeables en colonne. Ainfu ... , 2) est écriff ( j Cette
z

écriture en colonne rend beaucoup de formulesligibées (alinéas suivants).

u+u' u u'
Par définition, une fonctiohest additive sf| ... =f +f .

z+7'

Up ...
Par récurrence, ondémontrque . j=( j ( j
Z
u u—-u'+u -
Avec une soustractiorﬁ(...j:f( j: ( j+f( ]etune algebre donne
z z—-72'+27 z-7' z'
u-—-u' u u'
z-7' z z'
0 u-u u u Ou u
Onendéduitque{...jm{ j=f(...j—f(...j=0, soitf(...j=0f(...j.
0 -2 Z Z 0z y4
1lu u
f(...j=1f(...jesttrivial.
1z z
nu u...+u u u u
Soitnentiernaturel.AIors(...j:f( ]oUuetvsontécritsnfois:f(...j...+f(...jom(...j
nz zZ...+z z z z

u
est écrit aussi fois =n f( j

z
Ensuite parce que tout entier relg@iést une différence — nentre entiers naturels,

pu (m-=9u mu-n mu nu u u u
Onaf(j:f( j:f( j:f(j—f(j :mf(j—nf(j:(m_r)f(j
pz (m-pnz mz-n mz nz z z z

u
=p 1{ j Voila pour p entier relatif.

z
Onal= n% oun est un entier relatif,

nlu lU

et une algébre donff

o
o
S
o
Q.
TN
N c
~
Il
—_
Sl S
I
>
s
= : 35
Sl S
1
Sl
—
TN
N c
~

qgu u u
Tout rationnely est un quotien%:m%doncf(...j:f =mf| ... :m%f(...]:qf(---],

etvoila pour un nombre rationnel g.



29.

30.

31.

32.

126

u limite deu u
On dit quef est continue si I‘image( j tend vers I‘imagé( j guand la suitg j tend vers une
z limite dez z
limite deu
limite ( j
limite dez
On sait que dans le voisinage de chaguexrégiste des rationnel aussi prochexdpi'on veut et alors quand on
qu u Xu u
pense a un rationngltendant vers le réall‘imagef( j =q 1{ j tend vers ( j =X 1{ j .
qz z XZ z
f(;‘) :f<g :3) est trivial, donc par additivitb’(tj) :fGD +f (8) qu'on peut écriré(ﬂ (j)') +f<x g_))

et l'alinéa 29 donnb(tj) = uf(é) +vf<2). Si on renomme etd les images respectivééé) etf ((D

—h

. u
alors on obtient la formulé(v) =cu+dv

Généralisation : on pourrait refaire la démonstratie I'alinéas 30 pour une fonction additive curgf de plus
de deux variables et démontrer qu'il existe unee suiique d'autant de nombres que de variablesgat quels

u
gue soient les valeurs de.. etzon ai f(j =cu..+hz
z

Plus concrétement, soient deux mélanges chimiquetsBAde méme composition qualitative, par exerdfgau,
de sel et de sucre. On sait que le volume de AréuBis est la somme des volumes de A et de celBi.®n
sait aussi que le nombre de moles d'eau, de suate sel du mélange est la somme de ces quaraitésAdet
B. On peut conclure qu'il existe trois coefficieatmistantEe,, Csucre€tCseitels que le volum¥ est donné en

neau

fonction du nombre de mol@s,, Nsycre€tNse des trois espéces p&{ nsucrej = CeauNeau™ CsucreNsucre + Csel Nser
Nsel
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