Les nombres, d'ou viennent-ils ?
lls ont une propriété humaine extraordinaire s:sibnt un concept universel, une idée indépendemnlie culture,
de la civilisation et de I'époque de l'histoirel'lamanité.
Dire les nombres grecs, romains, indiens, égyptiensppaéamiens, chinois ou amérindiemia pas de sens.
Mais direles numérations grecque, romaine, indienne, égypéemésopotamienne, chinoise ou amérindienne
nous dit une riche réalité.
Un ensemble écrit{a,a,a,a, a, a, a} cecales batondlll 1l suggérent dans nos cervedugphtaet grec,
septen francaissevenen anglais ogbeen arabe, ces expressione désignant le méme nemiiee naturel.
Alors existerait-il une conceptualisation de ce bhoercommune a tous les humains quelle qu'en soiésature
ou sa prononciation ?
Oui !
Ce document propose uti@orie ensembliste des nombpesivant convenir — moyennnnant bien entendu la
mobilisation d'interprétes d'une langue a l'autéeteut habitant de notre terre.
Disons " a la louche" ...
Au commencemant est fien et I'idée d'un ensemble qui ne contient riersulleyatasanskrit qui nous dit que
Tout est par nature interdépendant et donc videristence proprgle sifr arabe signifiantide, devenu notre
zérq et par anamorphose et glissement de chiffse, cet ensemble vide écfit.
Mais sil] ne contient rien,] est un objet et on con¢oit un ensemble conteredrilget et lui seul et qu'on écrit
{0}, appelle "un" et écrit 1.
Puis lacomptinese poursuit : on réunit les ensembles 1 et {Estea-dire concoit I'ensemble1{1} donc
I'ensemble {0 , {0}} composé de deux objets, qu'on appelle "deuéagts 2.
Puis on concoit I'un aprés l'autré1X2} =3 ,30{3}=4,40{4}=5,50{5}=6,60{6} =7, et vous
devinez la suite.
Que ce soit quelque part dans une comptine ougamdant une collectivité de sept cailloux ou dgg se
caracteres"a"de{a,a,a,a, a, a, a} ausept batongH Il notre cerveapensde méme nombre, que les
Frangais appellent sept et écrivent 7 parce que moémoire esissociativgelle mémorise la simultanéité de ce
gue nous percevons) en une fraction de second#.f@ssible que parce que des neurones de noweacesont
organisées d'une certaine maniere permettgrentissage non supervigéi consiste a exciter en méme temps
quatre lots de neurones, I'un par la vue de l&ciifité d'objets un autre par la pensée du nongbr@gux autres
par son nom et son écriture, une activité treqiggeet inconsciente de notre cerveau durant netite gnfance.
Les collectivités d'objets en mathématiques
Peut-on définir un ensemble par une phrase ?
Une phrase a un sujet, c'est-a-dire un mot désigaamose dont elle parle.
Si une phrase porte sur le sujet— écrivons ¢ca(x) — elle nous dit des faits, vrais pour certairjetsix et
fausse pour d'autres.
On pense a la collectivité des sujetsour lesquels(x) est vraie. C'est simple, non ?
Non.
Nommons par exemple I'ensemble des sujets- si il existe — pour lesquels la phragan'appartient pasx"
est vraie. Considérone le cas A. Alors si cette phrase est vraiest dan#\ et a cause de ce que dit la phrase
est hors dé\ ! C'est leparadoxe de Russel
Voila qui fait désordre dans nos idées.
La collectivité dex pour laquelle la phrase h'appartient pasx" ne peut pas étre un ensemble.
En mathématiques une phrase comma’‘appartient pas»" définit ce qu'on appellera ucellection
En conséquence, si dans le langage comemsemblet collectionsont synonymes, ces mots ne le sont pas en
mathématiques !
Ordinaux et nombres entiers naturels
La théorie des ordinaux éclaire vivement l'origiomceptuelle des nombres. Chaque nombre est umatrdi
Mais on va voir qu'il existe bien plus d'ordinawegle nombres.
La récurrence définira un premier lot d'ordinagxricommencement de leur collection.
On montrera que la réunion des nombres vus commerdaaux est un ordinal qui sera lI'ensemble diéers
naturels.
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801 Les propositions en mathématiques

Uneproposition est une phrase. On les désignera par un carazt@rTYPE CORSIVA suivi d'une paire de
parentheses dans laquelle on écrit évetuellementisiet.

Exemple :A(x) = "le nombrex est pair". ¢ |v|fll
Uneproposition décidablepar définition ne peut étre que vraie ou faudgseemple nonp | f v |2 _
si ®(X) = "le nombrex est pair", alorg(10) est vraie e(7) est fausse. Tableau 1 : négation

Un argument logiqueest le sujet d'une proposition. Dans I'exempledaiéntx est I'argument de(10). Une
proposition peut avoir plusieurs arguments. Pamgste "la multiplication de pary donnez'.

Selon le choix de valeur d'un des arguments aggaekmetre la vérité d'une proposition peut changer.
Exemple : pourp(x , b) = "le nombrex + b est pair" on a5 ; 3) vraie etA(8 ; 3) fausse. Ici 3 est une valeur du
parameétré et 5 et 8 deux valeurs de la variakle

Généralisons : "pour donné®(x , b)" est une proposition quixacommevariable etb commeparamétre.
Unetable de véritédonne les vérités possibles d'une combinaisona@mpitions.

La négationd'une proposition consiste a inverser sa vértéléau 1).

Une proposition sans variable est didoseou nullaire. Exemple @ = "il existe un ensemble qui ne posséde
pas d'élément”. Une propositianaire a une variablehinaire deux variables, etc.
Lathéorie des ensemblesépare le sens des deux maisembleetcollection qui sont P
synonymes dans la langue courante (page 1). Elle@s/ée par Iparadoxe de Russel La
théorie des ensembles précise les conditions néeges et suffisantes pour qu'une
collection soit un ensemble ou pa®ans le vocabulaire ensembliste ensemble posséde Q
des éléments et une collection des pieces viv
La collection définie par une proposition s'écatld méme fagon que la proposition elle- Tableau 2
méme. Exemples®a donné x) est une collection de parame#ret de variable. Inventaire
Soient au moins deux propositions, la vérité deelinommésortie dépendant de logique pour
celle des autres nommeatrées A droite des tableaux 1, 2 et 3 on a numeéroté des une entrée et
lignes. - o une sorti
Le tableau 2 montre les possibilité de combinaisogisjues entre une entrée et une
sortie. En lignes 1 et 4 la sortie est indépenddatientrée. En ligne 2 la sortie suit
I'entrée. En ligne 3 la sortie estrlégationde I'entrée (tableau 1).

Le tableau 3 montre les possibilité de réponsesel'sortie & une deux entrées.

En ligne 1, la sortie dit "c'est toujours faux".

¢ En la ligne 16, la sortie dit "c'est toujours Vrai

+ En ligne 9 esla conjonction "et" : la sortie dit "c'est vrai" que si les deux engrée
disent "c'est vrai".

¢ En ligne 15 edl conjonction "ou" :la sortie dit "c'est vrai" que si au moins une
des deux entrées dit "c'est vrai".

¢ En ligne 7 est Ielilemme "on bien" : la sortie dit "c'est vrai" si et seulement si
une seule des deux entrées dit "c'est vrai". R,
¢ En ligne 14 (en gris) est Isi"Palors Q" qu'on écrit aussP = Q . La sortie ne
dira "c'est faux" que si I'entrédit "c'est vrai" et I'entré@ dit "c'est faux”. De cette
ligne on extrait le tableau 4.

La casepfausse Qvraie et (¢ = Q) vraie n'est pas intuitive.

Exemple ®a donnéx) = "x appartient &" et Q(a donné x) = "x est inclus dana"
définissent la phrase?(= Q)(a donnéx) = "Six appartient & alorsx est inclus v 15

dansa". Si comme paraméti@on choisit I'ensemble vide,on @ & Q)(J ,X) = vivIiv]ie
"Si x appartient &l alorsx est inclus dangl". Tableau 3
Manifestement on &0 , x) fausseQ (O , X) vraie et ¢ = Q)(O , x) vraie. Inventaire logique

¢ La ligne 12 est la ligne 14 avec inversion desgdles deux entrées. pour deux entrées et

une sortie
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802 Collections et ensembles
Conventions de vocabulaire

14. Une phrase est appelpmposition. Elle est écrite entre deux guillemets. Si ondaigne par un signe, celui-Ci
sera une lettre monotype corstedJUSCULE sans guillemets. Si on I'explicite, I'expressierasentre
guillemets.

15. Une proposition admise sans démonstration eaixiome.

16. On ne parlera que de propositions ne pouvant gwéties ou fausses.

17. Uneproposition est nullaire ou closesi sa vérité est indépendante de tout choix disemble.

Exemples : "quelque soit I'ensembiglé’x = X" est vraie etX # X" est fausse".

Autre exemple : [, Oy tel que®(x)".

18. Uneproposition unaire mentionne une variable et une seule. Elle défiifours unecollection. Les
composants d'une collection sont p&ces

Exemple :A(x) , "[k tel quelly &x,y, 2)". La variable est icz.

Autre exemple @(x) , "Ik tel quelly ®x,y,udonné 2)". Ici zest la variable at un paramétre.

19. Les pieces d'une collection définie par une propdsn sont celles qui la rendent vraie

20. Par convention dans la théorie des ensemldsgiéces d'une collection sont des ensembles

21. Tout ensemble est une collectigmaisune collection n'est pas toujours un ensembi@age 1).

22.  Siune collection est un ensemble, elle sera unsembles d'ensembles

23. L'objectif de la théorie des ensembles et de dédigjuelles conditions une propaosition définit gnéection ou
un ensemble.

24. Les expressions et signes suivants sont réservés ansembles

x O a se dit %k appartient aa" ou "x est urélémentdea" ou "a posseédex” ou "x est posséd@ara’.

Tout les objets désignés par les lettres latinataéques dans ce qui suit sont des ensemblepaBEitulier, les
éléments d'un ensemble sont toujours eux-mémesrdembles.

25. Inclusion. Chez les ensembles la propositionx'appartient @ alorsx appartient &" est codéed [0 b" et se dit
"a estinclus dansb" ou toute expression synonyme du langage courant.

Réflexivité: la proposition "sk appartient & alorsx appartient @" est toujours vraie (proposition close, voir p&ye
La proposition a 0 a" est donc toujours vraie. On dit alors dirclusion est réflexive

Transitivité: La proposition "sa 0 b et sib [0 c alorsa [ c" est toujours vraie. |l suffit de la traduire maletment en
phrases de la langue courante pour s'en convai@ardit alors quéinclusion est transitive.

Axiomes de la théorie de Zermelo et Fraenkel

26. L'appartenance n'a aucune propriété naturelle.e€qrent lui en donner qu'a partir de principes fomelataux
admis comme axiomes. Voici ceux derRKIELO et FRAENKEL

27. Axiome 1 d'égalité: deux ensembles possédant les mémes éléments sonfandus
Hypothése les propositions "si [0 a alorsx [0 b" et "six 0 b alorsx 0 a" sont toujours vraies.
Postulat: a=h.

28. L'inclusion est antisymétrique.
Démonstration Soient deux ensemblastb tels quea O b etb 0 a. Alors "six appartient & alorsx appartient
ab" et "six appartient & alorsx appartient @" sont toujours vraies et on applique I'axiome ét&ntm

29. Axiome 2 de la réunion: si une collection d'ensemble est un ensemble, &union de ses piéces est un
ensemble
Hypothése a est un ensemble d'ensembles.
Postulat: la phraseX [0 un desy dea" est toujours un ensemble.

30. Axiome 3 de I'ensemble des partiesla collection des ensembles inclus dans un ensembt@ané est un
ensemble
Hypothése a est un ensembile.
Postulat: la proposition X 0 a" définit un ensemble. On le nomraasemble des partiegea.

31. Axiome 4 de substitution:
Hypothése si "0 x, y ety [E(X,y) etE(x,y) = y=yT" est vraie.
Postulat: "alors il existex tel queE(x , y)" définit un ensemble.
Note: les éléments de cet ensemble sonyl&seuve: x est affecté d'un "il existe".
Cette axiome apparait compliqué, mais c'est ceZga®IELO et FRANKEL ont trouvé de plus simple pour
surmonter le paradoxe deJSSEL
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Premiéres démonstrations

L'intersection d'une collection et d'un ensembleest un ensemble

Démonstration Soit une propositiopi(x). Il faut prouver que la propositionx 1 a et_4(x)" définit un ensemble.
Définissons la propositiof(x , y) par 'y = x et 4(x)".

L'hypothése de l'axiome de substitution est satiisfaE(x , y) et E(x , y') est 'y =x et 4(X)" et "y' =x et_4(x)"
donc "E(x,y) etE(x,y) = y=Yy'" est toujours vraie.

L'axiome dit que la propositiorx' a et_4(x)" définit un ensemblem

Si une collection est incluse dans un ensemble,teetollection est un ensemble

Démonstration Soit la proposition 4(x) = x 0 a donné". Alorsa(x) = "x O a et4(x)" ont la méme vérité (p.
5) doncA(x) définit un ensemble.

L'univers n'est pas un ensemblela collection universelleuuniversest définie par la proposition & x".
Démonstration

Si "x = X" définissait un ensembkealors[Ix , x 0 a serait vraie. En conséquence pala proposition X [J a et
A(X)" définirait un ensemble. Avex x" dans le réle dei(x) on pourrait conclure quex] X" définisse un
ensemble (contradictiom)

Opérations sur les ensembles

Réunion (voir al. 16).

La phrase d etb sont donnés et (a oub) " définit un ensemble qu'on écat] b.

Soit un ensemble. La phraseu est donne et J un desy deu” définit un ensemble qu'on ecrit, i y.

La phrase "étant donnés une suitet son ensemble d'indicek [ i etx appartient a un dag" définit un
ensemble qu'on écrifly o U.

Intersection (voir al. 19)

Soit une paire d'ensembles . La phrase,'f} étant donnéx 0 a etx O b" définit une collection contenue dans
au moins un ensemble (qui esbub), donc cette collection est un ensemble qu'or &crib.

La phrase "étant donné un ensemble (I tous lesy deu" définit une collection contenue dans au moins un
ensemble (qui est un dgk donc cette collection est un ensemble qu'ort &gfiy .

La phrase "étant donnés une suitet son ensemble d'indicex appartient a tous leg ;" définit une
collection contenue dans au moins un ensembles@&juin des), donc cette collection est un ensemble qu'on
écrit Ny o Uk

Complémentaire

La phrase "étant donnéstb, x 0 aetx O b" définit une collection contenue dans au moingasemble (qui
esta), donc cette collection est un ensemble qu'or &&i.

Ensembles particuliers

Il existe un ensemble et un seul ne possédant auctiément : I'ensemble vide

Démonstration

La proposition X 0 a etx # X" définit un ensemble (al. 19).

Cet ensemble est vide.

L'ensemble vide est unique

Démonstration Soienta etb deux ensembles vides. Alors les phrase§la = x O b" et "x O b= x 0 a" sont
vraies (p. 5) done 0 b etb 0 a donc (axiome de I'égalité p. &b m

Note : parce que I'ensemble vide est unique il a sarbsye,].

Il existe des ensembles ne possédant qu'un élémebh les appellsingletons

Démonstration

- L'axiome des parties p. 6 dit que™ 0" définit un ensemble : on I'écritf}. On adonx O {0} = x O O.

- L'ensemble vide est inclus dans lui-méme (psbx [0 [0 alorsx 0 00" est toujours vraie) dornd O {}.
-SixO {0} il faut quex O 0. La proposition y 0 0 = y [0 X" est toujours vraie (p. 5) donc [0 x donc
(axiome d'égalité p. 8 =0. L'ensemble {1} ne possede donc que I'élémént

- La propositionE(x ,y) = "x =0 ety = a"est telle que &(x ,y) et&(x, y)" = (y ety) =a" est vraie.

- Conséquence : "alors il existeel queE(x , y)" devient " il existex tel quex =0 ety = a" donc, comme "l
existex tel quex = 0" est toujours vraig(x , y)" est la propositiony = a" qui donc définit un ensemble. On a
bieny=a = y [ {a} donc I'ensemble 4} possede donc un unique élément quicest

Note : '0 O y" est toujours vraie parce quell 0 = x O y" I'est toujours (p. 5).



43. Il existe des ensembles paires
Démonstration
L'axiome des parties dit qu& 1 {0}" définit un ensemble qu'on écrirx{ {0}}.
Pour quex O {0} il faut et ilsuffit que la propositionX' 0 {}" soit vraie.
C'est le cas powr= [ parce que lI'ensemble vide est inclus dans n'imapprél ensemble (p. 7).
C'est le cas pouwr= {} par réflexivité de l'inclusion.
On n'a pas d'autre cas, cak §i {1} alorsx 0 {0} donc siy 0 x alors par définition du singletop= [0 donc
onax=1[.
La proposition "pourn etb donnésx = [0 ety = a oub" définit un ensemble qu'on écrira {b}. La
démonstration est analogue a celle de la pageld.v€at dire quey =aoub" = "x{a, b}".
44. |l existe des ensembles couples
Démonstration
Soienta etb deux ensembles. Les paireg]{ {a,b}} et{{ b}, {b,a}} sont des ensembles appelmiples
ou suites de deux. Vu leur usage trés fréquet leurdeur des écritures, on les écraalf) et b, a).
Intérét. A partir d'une notion non orientée qu'est lag@dia proposition ", b} ={b,a}" est toujours vraie)
on en définit une autre qui est orientée (la pritjpos'si a # b alors @, b) = (b, a)" est toujours fausse).
Soit un coupled , b). L'ensemble est sorantécédentetb est sorimage
45.  Egalité entre couplesSi @, b) = (@', b") alorsa=a' etb =b'.
Démonstration
Sia=balors
(a,b)={{a}.{a,al}={{ a}, {a}} ={{ a}} et
@,a)={{a},{a,a}={ ak{a}}={{ a}}
L'égalité donne alors par définition des singletofisa}} = {{ a'}} donc {a} ={a}donca=a'.
Sia# b alors on a le choix entre deux possibilités.
Si{a} = {a'} alors par définition des singletonb{={ b} donca = a'etb = b'.
Si{a} ={a',b'} on a une contradiction
46. Récurrence
On dit qu'un ensemble est une suite de un.
On a vu qu'un couple est une suite de deux.
Une suite de troisa(, b, c) est le couple &, b) , ¢), et on dit que la suite de quatre suit la stialeux,
une suite de quatra (b, c, d) est le couple &, b, c) , d), et on dit que la suite de quatre suit la suitérdis,
et ainsi de suite.
Soit alors une proposition On la dit récurrente si :
initiation : on démontre qu&(une suite donnée) est vraie,
hypothése on postule que&(une suite) est vraie,
hérédité: on démontre qué(cette suite x) est vraie.
Intérét : si on peut répéter a volonté la démonstratiothéeédité, la proposition est vérifiable pourtmauite
den. En conséquence, en seulement deux étapes de stéatiom, on peut prouver la proposition pour nme
guelle suite.
Relations

47. Relations unairesce sont des propositions unaires (p. 7). On lpslépaussi dedomaines
48. Fonction
Un ensemble de couples dans lequel tout antécatieqti'une image est une fonction.
Ecritures. Sif est une fonction, c'est un ensemble de couple&X)). Quelque fois elle est désignée par la
formulef : x — f(x).
49.  Suite.
Dans certaines circonstances, le mot "fonctiontersiplacé par "suite" et le mot "couple” ptartne". Dans ce
cas, les antécédents sont appelésriises.
Ecriture. Siu est une suite. $iest un indice, I'image est écriteet la suite est un ensemble de cougles).
50. Relations binaires
On peut regardegr(x , y) comme des propositions unairgx , y)), les valeurs de la variable étant des couples,
définissant ainsi des collections de couples.
51. Domaine de définition: Pour une relation binaire c'est Ty tel queR(x , y)".
52. Relations d'équivalencer en est une dil x ety les faits suivants sont vrais :
R(X,Y) = R(Y, X) (Symétri¢ et
R(X,Y) etRr(y, 2 = R(X, 2) (transitivité).
Note: ®(x ,y) = par symétrier(y , X) = par transitivitér(x , x) etk(y , y).
Note: ®(x , X) définit une collection qui est s@lomaine de définitian
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Relation d'ordre: 0 en est une i x ety les faits suivants sont vrais :

¢ 0(X,y) = O(x,x) eto(y,y) (réflexivité,

¢ O(x,y) eto(y , X) = x =y (antisymétrig,

¢ 0(x,y) etoy , 2 = O(x, 2) (transitivité).

Relation d'ordre strict s en est une gil x ety les faits suivants sont vrais :

¢ 5(x,y) = O(X) etd(y) (réflexivit),

¢ non (5(x, y) ets(y, X)) (antisymétrie strictpet

* 5(x,y) etsly, 2 = S(x, 2) (transitivité).

Relation de bon ordreun ordre stricts en est une il x ety les faits suivants sont vrais :
Toutensemblaon vide inclus dan®(x) a un plus petit élément au sensafe, y) = "3(x , y) et D(X) et D(y)".
Par plus petit élément d'un enseméolen entend un ensembpeel que X0 a= o(p, X).

Note : sigest un ordre strict alore(x ,y) =" S(X,y) ou "D(x , y) etd(y , 2) etx =y"™ est un ordre.
Fonctionnelle: £ en est une si(x,y) etFAx,y) =y =Y.

Domaine de définitionc'est la collection définie pafy tel que#(x , y)". Ses pieéces sont lesantécédents
Image: c'est la collection définie parX tel que®(x , y)". Ses pieceg sont lesmages

Mélange des ordres

Le choix entre une relation d'ordre strict et I'égdité donne une relation d'ordre.

Démonstration Soit la proposition® (x,y) " ="S(x,y) oux =y".

¢ @(x,y) = parce qux =x ety =y, 9(x, X) eta(y , y) (réflexivité,

¢ P(X,y)etAy,x) = (XSyoux=y) ety Sxoux=y)= parce quei(x,y) ets(y, x) est faux,x =y
(antisymétrig.

sP(X,y)ete(y,2 = (XSyoux=y) ety szoux =2 = quatre cas donnant § zoux = 2) (transitivité).
La relation @ (x , y) est bien une relation d'ordse

Une relation d'ordre privée de I'égalité est une riation d'ordre strict .

Soit la proposition'(x,y) "= "0 (x, y) etx# y" et appelonsd un domaine contenanmt

¢ Par réflexivité et définition du domaing(x ,y) = 0 (x,y) etxzy= 0(x,X) eto(y,y) etxzy = D(x) et
D(y) (réflexivité.

s TX,y)etT(y,X)=>0(X,y)eto(y,X) etxzy= x=yetx#y (contradiction) donc on a
"nonT(x,y) etT(y,X)" toujours vraie rgflexivité.

¢ T(X,y)etT(y,X)=0(X,y)eto(y,2etxzyetyzz= 0(X, 2 et

six=zalors on auraio (x,y) eto (y, 2) doncx =y (contradiction) donc

0 (x,y) eto(y, 2 etx #z(transitivité).

La propositionT (x , y) est une relation d'ordre strict de domaine

La transitivité donne la prévalence de I'ordre strct.

Démonstration Soients et 0 associées comme dans les al. 44 et 45.

S(x,y) etoy, 2 donneo(x ,y) etxzy eto(y, 2) donc par transitivité(x , 2) ety # y. Six = zalors on aurait
o(x,y) etxzyeto(y, x) donc par antisymétrie=y etx # y (contradiction).

S(x,y) eto(y, 2 donnent biery(x , 2). La démonstration est analogue po(x, y) ets(y , 2 = S(x , 2).
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Relations binaires dans les ensembles
Produit d'ensembles
Soit une paire d'ensembles, D). La phraseX [0 a ety [0 b" définit une collectiorc de couplesx,, y).
D'autre part, on sait quel] b est un ensemble, donc (al. 16) que I'ensembies parties da [ b est un
ensemble, donc que lI'ensempldes parties dp est un ensemble.
La paire k quida,y quid b} est une paireX quida b,y quida O b} donc une paire incluse daas] b
donc un élément de
Un couple de” est une paire f{quill a}, {xquila,yquidb}}={{ xquiOaO b}, un élément dg@} donc
une paire {un élément de, un élément dp} donc une paire incluse dapgonc un élément de I'ensemble des
parties dep.
La collectionc¢ est incluse dans un ensemble. On I'appelle prodaitparb et on I'écrita x b.
Une relation binaire incluse dans un produit d'ensmbles définit un ensemble de couples
Démonstration Elle est immédiate (al. 19).
Cas particuliers Pour abréger I'expression des propositions stegaappelons-les propositions remarquables,
définissons quatre qualités de propositioms?., 4(u) et s(v) :
qualité ¥ : "chaque antécédent n'a qu'une image",
qualitéy : "chaque image n'a qu'un antécédent",
qualité 4(u) : "tout élément de est un antécédent",
qualité s(v) : "tout élément de est une image".
Rappel : si les collections qu'elles définissemt sncluses dans un produit d'ensembles ce sorgrismmbles de
couples. On les écrira respectivemint, a(u) ets(v).
En particulier f est une fonction.
Définissons quatre compositions de qualités
La qualitéapplicationde u est "Fet_4(u)",
La qualitéinjectiondeu est "Fet_a(u) ety ",
La qualitésurjectionsurv est "Fet §(v)",
La qualité bijectiondeu versv est "Fet 7 ets(v)".
Conséquence : une relation qui est a la fois ueetion deu et une surjection swest une bijection de versv
et, parce qu'elle est incluse dans le produitv, cette bijection est un ensemble de couples.
Puissance d'un ensembleSoientu etv deux ensembles. La propositidne’st une application desurv' définit
une collection incluse damsx v donc est un ensemble (al. 19). On l'appella fa puissance' et I'écritu’.
Produits d'ensembles Soit une suite donnéed'ensembles. Saitson ensemble d'indices. Alasst
I'ensemble des coupldsdppartenant g ay).
La proposition f est une application desur , ; &, etk 0 i = f(a) O a" définit une collection incluse dans

(Okoia) donc un ensemble. On I'appelle produitags;; et on l'écrit] | ki a
Note : si l'applicatiora est l'identité de I'ensemblealors les écritures des opérations collectivengéaat.
Okoi W (al. 21) devientd i u,

Nkoi Uk (@l. 22) devienth gju, et [1koia(al 39) devienf] apia

Relations et opérations ensemblistes

Les qualités des relations binaires et I'opérationéunion.

Soient® une relation entre deux ensemhlestv et ®’ une autre entra' etv'.

On entend par la que(x,y) => xOuetyOvet®'(x,y) = xOu' ety O Vv'. Autrement dit® définit un
ensemble de couples (ur deu, uny dev) et ®’définit un ensemblg de couples (um deu', uny dev') donc
r etr' sont disjoints.

Considérons la réunion deetr'. Elle est définie par® ou®'".

Alorsr O r' est un ensemble de couples fueu ou deu', uny dev ou dev') donc un ensemble de couples (un
xdeu O u', uny dev O V') donc une relation binaire entne] u' etv O v'.

¢ Si R et ®’sont de qualitéralors un antécédent de couplesdsi il appartient & n'a qu'une image dant si il
appartient aI' n'a qu'une image darisdonc dans les deux cas n'a qu'une image Wldng'. La réunion R ou ®’
" est de qualitér.

+ Si Ret ®’sont de qualitg alors la réunion® ou ®'" est de qualit§ (démonstration analogue).

¢ Si et ®’sont de qualité respectivf) et 4(u’) alors six appartient & 0 u', soitx 0 u et alors® , donc 'R ou
®'" donne & une image dans donc dapssoitx [ u' et alors®’ donne & une image dans

La réunion donne la qualitéu O u").

¢ Si et ®'sont de qualité respectivév) ets(v') alors la réunion donne la qualigés O V).
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Conséquenceda réunion de deux ensembles disjoints condesrqualités fonction, application, injection,
surjection et bijection.

Les qualités des relations binaires et I'inclusion

Soientu 00 u' deux ensembles et=u\u'".

Soit ® une relation binaire deversv.

Les couples de dont les antécédents sont dahforment une relation binairg. On a don® = ®' .

Les couples de& dont les antécédents sont horsaatrment une relation binaire

¢ Si R est de qualitéralors un antécédent dg parce qu'il appartiental donc da n'a qu'une image damsdonc
gu'une image dang'. ®’' est de qualitér. De méme( est de qualitér.

¢ Si® est de qualitéi(u) alors six 0 u', x 0 u doncx a dansr une image. Comme[] u' cette image est celle
d'un couple d&. ®’est de qualitél(u’). De méme( est de qualitéi(u \ u).

Note :on peut deviner la suite en échangeant les rolesndés antécédent et image et des lettretss oux ety.
¢ Si ® est de qualitd, alors une image dr', parce qu'elle est damsdonc dany, est une image de qui n'a
gu'un antécédent qui est antécédent dang’ est de qualit§. De méme( est de qualitd.

¢ Si R est de qualitéi(u) alors siy 0 v', x 0 v doncx a dansg un antécédent. . Commeé] v' cette antécédent
est celui d'un couple de. R'est de qualité(v'). De méme( est de qualité(v\v").

Conséquenced'inclusion et le complémentaire de deux ensembbnserve les qualités fonction, application,
injection, surjection et bijection.

Les classes d'équivalence

Soit ® une relation d'équivalence. Pour un ensemble donog appellai®(x) la propositiong(u , xX). Cette
proposition définit une collection.

La proposition a est donné et [0 a est donné et d aet®R(x,y)" = ((x donné y) un ensemble appetéasse de
X selong.

Une relation d'équivalence donnée dans un ensemldenné partage cet ensemble en classes deux a deux
disjointes.

Démonstration

¢a Six [0 a alors (al. 39) on @(x donné x) vraie, ce qui montre queappartient a sa propre classe.

On a don@ inclus dans la réunion des classes.

+b Siy appartient a la réunion des classes, altuax donné y) donc ‘a est donné et a est donné et 0 a
et®(x,y)" est vraie dong [ a. La réunion des classes est donc incluse dalomc confondue avex

Soit "C(unx donné z) et((uny donné 2)" vraie. Alors®(x , 2) donne®(z, X) qui donne par transitivit&(z , y)
donc(uny donné 2). De méme(uny donné z) donneC(unx donné 2). Les deux classes sont confondmes
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Opérations

Uneopération est un ensemble de couples,(y) , 2 dans lequel chaque antécédent n'a qu'une imzge. |
l'antécédent est le coupbe,(y) et I'image, appelée ausésultat est I'élément et dans le couple antécédent,
est lopérandeety l'opérateur.

Soit * une opération. Si un couple((y) , 2) lui appartient, vu qu'une fois donné l'antécédeny) limagez est
unique, on peut la coder : elle est écxitey. On a donc équivalence logique entre les propositi
"((x,y),20*et"x*y=2".

Une opération esihterne a un ensemble donné si opérande, opérateur diatésnt dans cet ensemble. Elle est

externedans les autres cas.

Unestructure est un ensemble constitué d'un ou plusieurs erlesrabd'une ou plusieurs opérations entre leurs

éléments. Exemple : I'ensemlsgq) des parties d'un ensemble doringlus la réunioril, le complémentaire \ et
la multiplication ensembliste constituent la structuref4) ; O ; \ ; x}.

Propriétés canoniques des opérations
Soient * une opération

Si pour toute suite X(, y) , 2) de l'opération on &(* y) * z=x* (y * 2), 'opération esassociative
Si pour tout couple antécédent, {/) de I'opération on a* y =y * x 'opération estommutative.
Un élément estneutre a droite si pour toute antécédent (€) de I'opération ona* e= et
Un élément estneutre a gauchesi pour toute antécéder (x) de I'opération on a * x=Xx.
Un élément neutre a la fois a gauche et a droitdieseutre.
Si l'opération a un élément neutre, on appebéEaentssymétriquesun opérand& et un opérateuy tels que
s'il existenx *y=eety *x=e.
Soient * etd deux opérations
Si pour toute suitex(, (y , z)) pour laquelley, 2) est antécédent deet  , (y ¢ z)) antécédent de * on a
X*(y02)=(X*2 90 (y* 2 ondira que distribue a droite *.
Si pour toute suite X(, y) , 2) pour laquelleX, y) est antécédent de * ek(( y) , zZ) antécédent deon a
x*y)0z=(x902 *(y02 on dira que distribue a gauche?.
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Ordinaux

On dit qu'un ensemble d'ensemhliesst unordinal si la relation binair& R y= "x ety appartiennent & etx
appartient &" est un bon ordre deet si tout ensemble appartenanteést inclus dans.

Soitu un ordinal : on a donc les quatre propriétés

a¢ xety Du= xOyouyOxoux =y (ubiquité),

be x ety 0 u = six Oy alorsy O x (antisymétrie),

ce x,yetzOu= sixOy ety dzalorsx O z (transitivité),

de Siv O ualorsv a un plus petit élémept c'est-a-dire qu'il existe appartenant atel quex 0 v = x Op.
Convention d'écriture : si dans les hypothéses des propositions a déendinest dit qu'un ensemble est
ordinal, sa lettre sera soulignée.

Les ordinaux existent Par exempl&l en est un. elflv|flv
Démonstration Soit les propositiong="x ety J 1" etQ="xOyouy X oux =y". Qf[flv]v
Alors ®=> Q est vraie au sens de la table de vérité ci-camtre est fausse. Le poinga LRIV I Tl V]V
est démontré. Tableau 1

De méme les points ¢ket o sont aussi démontrés, ainsi que l'inclugibfl (I , ce qui prouve le pointec
Un segmentd'ordinalinitié par un de ses élémemntsst I'ensemble évr8, des éléments possédés par
Exemple a lui-méme est un segment initié @ar

Les segment initiaux d'un ordinal sont cet ordinaket ses éléments

Démonstration Soienta un ordinal x un de ses éléments®xle segment initié pat.

a¢ x ((par définition de l'ordinal)a.

be yO S = yOx=(voir a#) y O a =(définition de l'intersectiony O x n a.

ce y [0 x n a=(définition de l'intersectiony 0 x =(définition du segment initi§) 0 S,.

de On ax etS, confondusm

Tous les éléments d'un ordinal sont des ordinaux

Démonstration Soita un ordinal e un de ses éléments.

a¢ X O(par définition de l'ordinal)a.

be Tout bon ordre d'un ensemble est bon ordre dpaties—=(voir a#) O est un bon ordre de

ce y est un élément de =(voir a¢) y appartient &.

de z O y =(transitivité de1) zO x. On conclut qug O x m

Un ordinal ne s'appartient pas

Démonstration(par I'absurde). Supposons @ig a.

Renommong I'ordinala. Alors par substitutioa [0 x etx [0 a,ce qui contradit I'antisymétrie dém

Soient deux ordinaux. Soit I'un appartient a l'autre, soit ils sont confondus

Démonstration Soient deux ordinaux etn. Les exclusions deux a deux des troismasn,nO metm=n
viennent de I'al. 6 et de la nature des ordinalxLjaPour le reste il faut prouver goeetn étant ordinaux on a
mOnounmou encoren=n.

Comme les ordinaux sont inclus les uns dans lgssot n n est soitm soitn donc est entier naturel. En
conséquence (ens al. 10 et les espaces sont vicdshta

mn nest un élément deoun lui-méme et un élément adeoum lui-méme,

ce qui donne quatre cas possibles :

¢ mn nestun élément deet demdoncmn n O metmn nOndoncmn nOmn n, (contradiction avec l'al.
6),

4+ mn nestun élément deet estm lui-méme donen O n,

4+ mn nestn lui-méme et est un élément ghedoncn O m,

¢ m n nestn lui-méme et esn lui-méme donan=nm

La phrase @ (x) = "x est un ordinal' définit une collection dans laquelle I'appartenancest un bon ordre
Démonstration

a¢ Deux ordinaux sont toujours comparables par I'eppance (voir al. 7).

be Si entre deux ordinaux onedl b on a pad [0 a (al. 7), ce qui assure 'antisymétrie.

c¢ Si entre trois ordinaua [0 b etb [0 c alorsa [0 b [0 ¢ donca [ ¢ alorsa [0 b =(définition de l'inclusionp [0 ¢
(transitivité).

de SoitE un ensemble non vide d'ordinaux. Par ubiquitéaggartenance, pour un ordinal donrgeE cet
ensemble est partagé en trois partiesa legpartenant &, u lui-méme et le® qui possédend. D'autre party
possede son plus petit élémdrgui est un ordinal (al. 5), domkappartient & donc par définition du plus tetit
élément a tous lessdonc par transitivité de I'appartenance a toub kes

Le plus petit ordinal possédant un ordinalu donné est la réunion deu avec le singletor{ u}.
Démonstration Soita un ordinal.

a¢ Onaalal{a}.
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be Soitx dansa O {a}. Alors x [ (a ou {a}) doncx (O ou =a). Dans les deux cas est un ordinal.

c¢ a [ {a} est un ensemble non vide d'ordinaux donc I'afgpeatice est un bon ordre de al{a}.

de SixOal {a} alors0 ouxOaetalorsx dadoncx Jall {a}, ¢ oux [ {a} doncx =adoncx 0 adonc x
O a0 {a}. On conclut quea [J {a} est un ordinal.

e¢ Sia [ calorsa [ c doncc posseda et tous les éléments dedoncc contienta [1 {a} donca [0 {a} est le
plus petit ordinal possédaatm

Suivant d'un ordinal. Sia est un ordinal, alora O {a} est appelé son suivant.

Aucun ordinal ne possédeson suivant

Démonstration Sin O {n} Onalors nO {n} O {n} doncn est inclus dans le singleton donc tout élémemt de
estn lui-méme (contradiction avec l'al. 18)

Il n'existe pas d'ordinal appartenant a un autre etpossédant son suivan(fig. 1).

Démonstration Supposons O x [0 n 0 {n}. La deuxieme appartenance donne le choix ertrén (contredit
parn O x et 'al. 22) ow [0 {n} donc par définition du singletan=n (contradiction)m

Exemple: soit un ordinak : on a soix [0 O (absurde), soit =, soitx = {0}, soit {00} O x.

+

. X
x 0 n O suivant den —o— - -- — 9 ——-
X +
. n n
(n=x) O suivant dn —— ----——o —
: n X? n*
Fig. 1 nOx 0O suivantdeh —— ----—o o -
' est absurde X
. n nt
n 0O (x = suivant d&) —— ----—o -
. n n+
n O suivant den O x -——-—-— 0 o S o—

Un ordinal inclus dans un autre et distinct de ceautre lui appartient.
Démonstration Il faut prouver que si 0y etx# y alorsx O y.

Siy O x alorsy 0 x (al. 18) donnerait par antisymétrie de l'incluskony (contradiction). Il reste doncCly m
Borne supérieure: par définition un ordinab est borne supérieure d'un ensemble non Aid®rdinaux si
(tous les éléments & O b et si (tous les éléments A0 h=b Oh.

Une borne supérieure, si elle existe, est unique

Démonstration

Si les ordinaub etb' sont bornes supérieures Aalors (al. 7) on a le choix entbe=b', b 0 b' etb' (0 b. Dans
le 2e cas, (tous les élémentsAjé] b [0 b' doncb' ne serait pas borne supérieuredd®ans le 3e cas le méme
raisonnement montre qug ne serait pas borne supérieure®ce

Tout ensemble d'ordinaux a une borne supérieure quast la réunion de ses éléments

Démonstration

a¢ SoitA un ensemble d'ordinaux. Définissdns réunion des appatenant A.

Soitx une partie non vide de Alors par définition de la réunion, il existe darun ordinalu appartenant a au
moins un ordinag, deA. Alorsu O (x eta,) doncx n a, n'est pas vide.

be La réunion deg n (un ordinal ded) estx lui-méme. Comme il n'est pas vide, vu que l'apgremce est un
bon ordre chez les ordinaux, il a un plus petiiratd. On conclut qué est bien ordonné par 'appartenance.
c¢ Soitx apparteant &. Alorsx [0 una, deA = x [ ceta, deA= x [ réunion des appatenant A= x [1 h.
On conclut qué est un ordinai

de Si (tous les deA) O h alors (tous lea deA) [0 h donc (réunion desa appatenant &) [1 h.

Aucun ordinal n'a I'ensemble vide comme suivant

Démonstration Sin précede 0 alors on aurait] {n} = [I, ce qui est impossible a cause du singlaton

Deux ordinaux ayant le méme suivant sont confondus

Démonstration Soient les ordinaua etb tels quea 00 {a} = b O {b}.

OnaaOboubOaoua=h.

Sia =b la proposition est démontrée.

SiaOb et un élément da est hors dé alors cet élément est daris flonc cet élément estdoncb [ a
(contradiction).

Le méme raisonnement montre dque'appartient pas @m

X
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Nombres entiers naturels

On a vu que I'ensemble des ordinaux contenantleble vide et des ordinaus accessibles par répd¢ion
I'nérédité de la récurrence a une borne supéramusens de 'appartenance qui est leur réuniofia@uelleN et
ses éléments sont appet&snbres entiers naturelsou entiers naturels

Rappel : uneproposition récurrente est une phrase qui a les propriétés suivantes :

initiation : @ pour I'ensemble vide est vraie, ce qu'on &fit)v,

hypothése @ pour un ordinah est vraie, ce qu'on écri{n)v,

hérédité: alors® est vraie pour son suivant, ce qu'on ég(suivant den)v.

Axiomes de peanno

Peano avait proposé de définir les nombres enmtargels comme un ensemble ayany — si il exisés— |
propriétés suivantes. Ces propriétés sont démdesrdlans le cadre des ordinaux.

Axiome 1 : il existe au moins un entier naturel, z® : voir ord. al.2.

Axiome 2 : tout entier naturel a un suivant: voir ord. al.9.

Axiome 3 : aucun entier naturel n‘a zéro comme suant : voir ord. al.11.

Axiome 4 : deux entiers naturels ayant le méme suawnt sont confondus: voir ord. al.17.

Axiome 5 : si un ensemble d'entiers naturels satiit les conditions de la récurrence, cet ensemblemtient
tous les entiers naturels voir al.1.

Autres propriétés tirées de la théorie des ordinaux

On appellgrécédentd'un entier naturel donméun entier naturel qui acomme suivant.

Le précédent d'un entier naturel, si il existe, estinique : voir al.6.

L'appartenance est un bon ordredes entiers naturels voir ord. al.1.

Il n'existe pas d'entier naturel appartenant a un aitre et possédant son suivantvoir ord. al.9.
Exemple: soit un entier natured: on a soi [1 0 (absurde), sok = 0, soitx = 1 soit 11 x.

Un entier naturel inclus dans un autre et distinctde cet autre lui appartient: voir ord. al.1.

Nouvelles propriétés

Tout ensemble d'entiers naturels inclus ou apparteant a un entier naturel donné a un premier et un
dernier élément: voir ord. al.9.

Démonstration Pour le premier élément c'est une conséquendeoduordre qu'est l'inclusion.

Etudions la phrase(n) =" Si un ensemble d'entiers naturglsst inclus dans alorsE a

un dernier élément . PlQ— | f v
Initiation : " Si un ensemble d'entiers naturglest inclus dans 0 aloEsa un dernier f v v
élément " est paradoxalement vraie. GH@)v. v flv
Hypothése @(n)v. Tableau 4
Hérédité: Si un élément dE est inclus dans le suivant dalors cet élément appartient & Vérité de

n ou a {} donc appartient & ou est confondu avet Deux cas se présentent. "si palorsQ’

¢ Tous le éléments desont dans : alors I'hypothése dit quea un dernier élément.

¢ Un élément d€ estn : alorsn est le dernier élément @. On a®(suivant den)v.

En conséquence, tout élémentEiappartenant a étant inclus dans a un dernier élément.

¢ SoitE un ensemble d'entiers naturels appartenent atier elonné. Alors (al. 18) ces éléments sont inclus
dansnm

Démonstration Il faut prouver que si 0y etx# y alorsx [ y.

Siy O x alorsy O x (al. 18) donnerait par antisymétrie de l'inclusxony (contradiction). Il reste doncy m
Toute suite strictement(dé)croissante d'entiers naturels appartenant a un engir naturel donné a au sens
de l'inclusion un premier et un dernier élément

Démonstration Soit une suite croissante. C'est un ensembleuddes tels qua 0 n' = a, 0 a,.

- Le premier élément vient du caractére de boneodeérl'inclusion (ens al. 32).

- Nommonsa, les images de la suiteretn entier naturel donné.

Etudions la phrase(n) =" I'ensemble des imagasmajorés pan a un dernier élément ".

Initiation (n = 0). La phrase "L'ensemble d&gsnajorés par 0 a un dernier élément" est paradaaaievraie.
Hypothese @(n)v.

Hérédité: soitF I'ensemble des imagasmajorés par le suivant ee On comparé etF.

Tous lesg; appartenent & sont inclus dans [0 {n}. On a deux situations.
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¢ un élément d€& est dans K} donc estn lui-méme donc est le dernier élémentxle

¢ aucun élément de est dans A} donc tous les éléments #esont dans et I'hnypothese dit que a un dernier
élément.

Couple (voir ens. al. 24t suite de deux soit un couplex, y). Les couples (1x) et (2 ,y) sont les termes
d'une fonction particuliére dont les antécédents et 2 et les imagesety. En faisank = x; ety = x, les
écritures X, y) et &, , Xo) sont synomymes.

Cardinal d'un ensemble
Si il existe une bijection entre deux entiers natwels ils sont confondus
Initiation : la phrase "Si il existe une bijection entre @eEntier naturel celui-ci est zéro" est paradexaint
vraie.
Hypothésda phrase "Si il existe une bijection entneet un entier naturel celui-ci ast est vraie.
Hérédité: soit® une bijection entre le suivant deet le suivant d'un entier natugelLes deux suivants
s'écrivenim 0 {m} et n O {n}. @ est un ensemble de couples (un élémemn de{m} , un élément da O {n}).
Chaque antécédent a une image unique et chaque mnag antécédent unique, en outre, chaque élgiien
{n} est antécédent et chaque élémenhde{n} est une image. Deux cas sont possibles.
¢ cas 1 (fig. 1 a gauche en grish contient le couplen(, n) : alors® privé de ce couple est une bijectionnde
versn doncm = n par hypothése, donc les suivami§] {m} et n O {n} sont égaux.
¢ cas 2(fig. 1 a droite en gris}B:ne contient pas le couplm( n) : alorsm, considéré comme antécédent, a
comme image un élémentden O {n} qui n'est pasi donc un élément den. Soit alorsT l'identité de
l'ensemblen O {n} a laquelle on enléve les couples, ) et (1+ , n+) et les remplace pan (n+) et i+, u).
C'est une nouvelle bijection @] {n} vers lui-méme. La succession @deet deT est une bijection de O {m}
versn [0 {n} et qui contient le coupleng, n), donc la succession deet deT nous met dans la situation du
¢cas 1.
Note. Soit une bijection entre O {m} et un entier naturel. Comme elle est sensée cara® moins un couple,
il faut que l'autre entier naturel ne soit pas z@rest donc le suivargd'un nombren donc la démonstration
précédente prouvant quel] {m} et s sont confondus

+
4 ..........................................................................
. n v
D — ’/ [ R
\ ]
D e ‘\\ 4...././ ..............................................................................
. A L7
VP oo Flg 1 7
0 I— ----------------------- —o—o—o—o—o—o-» 0 L, —o—o—o—o—o—o—>
0 m m* 0 m m”

Cardinal Si entre un ensemble quelconque et un entier ela@xiste une bijection, alors on dira que l'entier
naturel est un cardinal d& Si 3 et ¢ sont deux bijections, I'une deversm et I'autre dé versn, alors la
succession de la réciproque®let dec est une bijection de versn donc d'aprés I'al. 3ty =n. Le cardinal
d'un ensemble si il existe est uniqueOn I'écrit carck ou cardE).

Par définitionun ensemble est fini et dénombrable si il a un candal.
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Opérations sur les nombres entiers naturels

Addition
Définition
Initiation : par définitionn + 0 =n,
hypothése on a définin + p,
hérédité: n + (suivant de) est le suivant de + p.
Additionner 1 a un entier naturel donne son suivant
Démonstration Le suivant de, donc den + 0 estn + (suivant de On
Tout entier naturel autre que 0 et 1 est une sérid'additions de 1
Démonstration Elle est immédiate par récurrence de la promsit = 0 oux=1oux=1... +1"m
Toutes les régles de transformation de formules addpriques concernant l'addition apprises a I'école
peuvent étre démontréegvoir structures).
Si la solutionx de I'équation x + b = a existe elle est unique
Démonstration Soitd(b) la phrase "sk + b=y + b alorsx =y".
Initiation : six + 0 =y + 0 =a alorsx ety sont égaux don®(0) est vraie.
Hypothése @(b) est vraie.
Hérédité: six + suivant deéb =y + suivant deb alors suivant dex(+ b) = suivant dey( + b) donc (al. 72x + b
ety + b sont égaux et on applique I'hypothase
Proposition. On a toujourstJ a + b.
Démonstration
Initiation (b = 0) : commea [0 a la phrased O a + 0" est vraie.
Hypothése "a 0 a + b" est vraie.
Hérédité: Alorsada + b 0 (suivant dea + b = a + suivant déb) donc 'ad a + suivant dé" est vraiem
Proposition. Sia + b =c alorsa etb est inclus dane.
Démonstration
Par commutativité de I'addition, on peut refaireddenonstration en échangeant les letiretb m
Proposition. Sia [0 b alors il existex tel quex +a=h.
Démonstration
Initiation (a = 0) : la phrase "si 0 b il existex tel quex + 0 =b" est vraie, la solutior étantx = b.
Hypothése la phrase " Sa 0 b alors il existex tel quex +a=b" est vraie.
Hérédité: Si (suivant de) O b alors (al. 69 et transitivité de l'inclusioa)] b donc par hypothese il exisjael
quey +a=bdonca + y=b donc suivant dea(+y) = suivant dé donca + (suivant de/) = suivant déo donc
la phrase "Sa [ suivant deb alors existex tel quea + x = suivant dé " est vraie, la solutior étant le suivant
deym
Si une somme d'entiers naturels est nulle, ces egts sont tous nuls
C'est une conséquence immédiate de l'al. H08 b = 0 donnea I 0 etb 0 0 donca etb sont vides.
On procéde ensuite par récurrence sur des somn&tedmes, puis 4 termes et ainsi de smite
L'addition définit une injection de chaque entier raturel. On I'appellgranslation croissante
Démonstration On considére les qualités des relations binéate®2, collections et ensemblers)7, 4(u) et
S(v) : les rappeler sulffit :
Qualité 7, "chaque antécédent n'a qu'une image",
Qualitéy, "chaque image n'a qu'un antécédent"”,
Quialité 4(u), "tout élément de est un antécédent",
Qualité 5(v), "tout élément d& est une imaget
Il reste a identifier I'ensemble des images deméfds d'un entier naturel.
De 00y O avient par addition d'un méme nombre aux trois mesde cette double inégalité
b Oy +b0Oa+h. Réciproguement, la soustractiontdeedonne la définition de I'entier natueel
La translation est une bijection en&ret I'ensemblé défini par bOx Oa+b".
Note. La réunion dév aveci est I'entier natured + b.
Démonstration
¢xObOi=x0(boui)=(al. 24)x Ob sinonx i doncx O a +b.
¢xJa+b=sixesthorsdbalorsbOxOa+bdoncbdisinonxObdoncxOa+bm
Le cardinal d'une réunion d'ensembles finis disjoiits est la somme de leurs cardinaux
Démonstration Soient deux ensembl@set B finis. On sait que ces cardinaux sont donnés parijection
de card@) versA et une autre de cardB) versB. Considérons la bijection’de card(A) vers I'ensembleléfini
par cardB) 0 x [ card@) + cardB). La succession dg’ - @ est une bijection deversB donc la réuniom [

(8' - B) est une bhijection de cadl(] | =(al. 28) cardk) + cardB) versA [ B.
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Soustraction

Définition. Si elle existe, la solutionde I'équatiorx + b = a est unique (al. 34) donc on peut lui donner un
symbole : on I'écritt — h Si donc k] a alors (al. 1023 — best possible.
On a équivalence logique entre la soustractioet I'inclusion.
Démonstration a — best possible>(al. 39) il existex tel quex + b =a = (al. 37)b 0 a=(al. 36) il existex tel
quex +b =a=(al. 39)a — best possibla
Toutes les régles de transformation de formules addpriques concernant addition et soustraction appriss a
I'école peuvent étre démontréegvoir structures).
On peut additionner ou soustraire un méme nombre audeux membres d'une inclusion ou d'une
appartenance
Démonstration
Cela résulte des propriétés calculatoires algébsigies opérations + et — annoncées al. 42.
Soient deux ensembl&setF finis et dénombrables. Soient cdtaet cardF leurs cardinaux.
Le cardinal du complémentaire d'un ensemble dans uautre est la différence de leurs cardinaux
Démonstration On a A\ B) 00 B = A donc cardf \ B) + card B) = card®) donc
card@\B) = cardp) —cardB) m

Multiplication
Définition
Initiation : par définitionn x 0 = 0.
Hypothése on a défini la multiplicatiom x p.
Hérédité: n x (suivant dg) = (n x p) +p.
La phraseti x p a été définie" est vraie quels que soient leeentiaturels etp.
Toutes les régles de transformation de formules addpriques concernant addition, soustraction et
multiplication apprises a I'école peuvent étre démurées (voir structures).
Une multiplication par un entier naturel autre que 0 et 1 est égale a une série d'additions d'un méme
nombre.
Démonstration: comme tout entier naturklautre que 0 at 1 est une série d'additions da &, o
ab=a(l..+1)=a..+a
On peut multiplier les deux membres d'une inclusiorpar un méme nombre ou les deux membres d'une
appartenance par un méme nombre non nul
Démonstration Sia [ b alorsa — best possible alors (al. 455 € h m=a m — b nest possible et on applique
l'al. 39. D'autre pa@ O b =(al. 80) all b= a mOb met sia m=b malors on arrive a la contradictian= b
(al. 19)m
Pour qu'un produit soit nul il faut et il suffit qu 'un des multiplicateurs soit nul.
Démonstration Soit ¢(b) la phrased b= 0 si et seulement aioub est nul".
¢ Preuve de la nécessité :
Initiation. La phrased 0 = 0= aou 0 est nul" est vraie.
Hypothése Mm(b)v.
Hérédité: a x (suivantdeh) =0= (a xb)+a=0=(al. 38)ab=0eta=0=aoub est nul
¢ Preuve de la suffisance : &oub est nul alora b= (0aou 0b) =0m
Soientb etc deux entiers naturels, le premier étant non nul. ille existe, la solutiork de I'équationx b=c¢
est unique
Démonstration Soientx etx' deux solution de cette équation : alkis=x"' bdonc & —x) b =x b—x" best nul
donc (al. 47) un des factews- x'oub est nul donc c'est la différence qui est nullecdon x' m

Division
Définition : On a vu que, si elle existe, la solutiode I'équatiorx x b = ¢ est unique. Elle mérite donc un
symbole : ce sefa+ coub/cou encor@é et sera appelépiotient de a parb, a étant appeléividende etb

diviseur.

Toutes les régles calculatoires apprises en algékad'école peuvent, sous réserve qu'on puisse efiger les
opérations soustraction et division, étre démontrég(voir structures).

On peut diviser (si cette opération est possibled$ deux membres d'une appartenance ou d'une inclasi
par un méme nombre non nul

Démonstration sia (0 ou) b alorsa 0 b donca — best possible donc si la division parest possible on a le

résultat® _b gui montre quéel O 2. Sien pluszi =b une multiplication pam redonnea = b ce qui est une
m m m m m m

contradiction sa O b m
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Division euclidienne SoientD et d deux entiers naturels, le deuxiéme étant autre queéro. |
existeun couple(q, r O d) et un seul d'entiers naturels tel qué =d g + r. Dans ce casD est le
dividende, d le diviseur, g le quotient etr lereste. De plusdqO D Od (g + 1)etr,d getgsont | |q
inclus dansD. Dans ce cas, on se sert de la disposition er craiontre.

Démonstration

¢a L'ensemble des multiples dénclus dan® a un dernier élémentg On a dond qO D.
¢b Sid(g+ 1)0D, vu queq O q + 1 sid n'est pas zéro, alors (al. 51) on audagtl] d(q + 1) 0 D doncd qne
serait pas le dernier multiple dénclus dan®. On conclut qu® [ d (q + 1).

+c Commed g est unique en tent que dernier élémént unclusdalesrester = D — d gest aussi unique.

¢d SidOr =onauraiD =d g+ d=d(g+ 1) ce qui contreditb m

Note: la division euclidienne devient udévision si le reste est nul. Dans ce cas, on dit quevisalirdivise le
dividende et que le dividende estmnltiple du diviseur.

D|d

Disposition
en Croix

Multiples, diviseurs, base

Tout entier naturel non nul est inclus dans ses mtiples non nuls et contient ses diviseurs

Démonstration

4a Soita un entier naturel non nul. $1 est multiple de il existemtel queM =m a Sim est nul, alors est nul
(contradiction). On a donm non nul donc 1 m (al.23) donc (al. 453 0 a m=M.

+b Soita un entier naturel non nul. 8iest diviseur da il existem tel quem d=a. Sim est nul,a est nul
(contradiction). Onadoncdmdoncdd0d m=am

Base: c'est un nombre entier natubshutre que zéro et un. Alors (al. 23)1b doncpar multiplication des deux
membres paa non nul,a 0 a b.

Puissances d'une base

+al'idée est d'écrire une multiplicatian - -x a, le nombrea étant écrip fois, a°. Cette idée n'est applicable en
apparence que pin'est ni zéro, ni 1, donc siClp. On a don@” a= (a ... 3 a aveca écrit p fois entre
parethéses, a ... aa aveca écritp + 1 fois, =a” " *.

+b Une conséquence immédiatement démontrable pareéce de la propositior(x) = "x =0 ou 1 ow® & =
a®™™ est ldentitéa® a% = a® * 9 pourp etq autres que 0 ou 1.

Initiation : six = 0, "A(X) est vraie" est trivial.
Hypothése A(x) est vraie.

Hérédité: a° "% =P (a“a) = @ a)a=a""*a=
+c Exposant nul: Si on souhaite conserver l'identité précédelates d faut quea’ a® = a°. Sia est autre que
zéro,a” est non nul donc la résolution de cette équatimeahnuea’ donne en divisant les deux membresgiar
a’a'/a’=a%/a%=1donca’ = 1.

+d Exposant unité: le souhait de garder l'identi¢& donne immédiatemeat a® =a' *P qui estaa - - -a, lea
étant écrip + 1 fois, donc esi (a - - -a), lea étant écrip fois entre parenthéses. On résout donc I'équation
a'a”=a d dinconnuea’ = a.

+e Division d'une puissance par une autre a® ~%est solution de I'équatioa® ~%a® = aP donc si la division est
faisable avec un reste i~ 9=a / a‘.

Puissance d'une puissanceon démontre la loia(")" =a™".

Initiation : @M°=1eta™ °=a’=1 donc 4™’ =a™ °.

Hypothése (@M)" =a™".

Hérédité: (a suivant den — (am) ngM=gmn+m=gm -suivant den'

La suite des puissances d'une base est strictemenvissante

Démonstration Soit la phrases(n) = "sim O n alorsa" 0 a™ .

Initiation : quelque soitn on a §'= 0. D'auyre part (al. donc

Toute ensemble majoré de puissances d'une base auwerniére puissance incluse dans le majorant lui-
méme possédé par la puissance suivante de cettedas

Démi)nstration Soitb une base &t un entier naturel : il faut montrer qu'il existe entier naturek tel queb* O
nOb* %

On considére la suite des puissance d'unelbbappartenant a un entier naturel donn&lle a un dernier
élément* donch* O n. En conséquence, si on avdit * O n on aurait par transitivité de I'inclusidfi * O b
(contradiction avec I'al. 85). On a donc p&s' 0 n donc on an O b** *etn# b“** donc (al. 92) I'encadrement
B*On0b*" 'm

Soitb une base &t un entier naturel : il existe un unique couplendenbresk, g [l b) encadranh selon
bqOnOb"(q+ 1).

Démonstration La division euclidienne de parb* donneb®q 0 n 0 b* (q + 1). Associé & 0 n [ cela
donneb® q 0 n O b“"* donc (al 80p* q 0 n O b***donc par transitivité de I'inclusidsf g 0 b*b donc (al. 116)

a(p+x)+ 1_ ap+(><+1) =ap+suivantde<D

bk+l
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qOb. Si en plugy =b alors on auraib*** 0 n 0 b*** doncn = b** * (contradiction). On a dorg (0 et#) b
donc (al. 92n O b.

Ecriture des entiers naturels en baseé. Elle se fait par divisions euclidiennes successiElle donne

n= b“g+re, re 0 b g0 b. On recommence :

re= bk‘lqk_1 e, M ObY Ok-1 0 b et ainsi de suite. On arréte qudnd i atteint zéro, ce qui donne la

décompositionn =b“ g - - - +h° gy avec tous leg; O b|.

P.G.C.DetP.P.CM

Compte tenu du procédé d'élaboration de cette dgasition, nous savons qu'elle est unique.

Plus grand commun diviseur ou P.G.C.DEtant donnée une familied'entiers naturels non tous nuls,
I'ensemble des diviseurs communs a ces nombresegtartie finie et non vide de:

finie, car un diviseur d'un entier non rauést borné par le plus petit nombrekle

non vide caE contient 1.

Cet ensemble admet donc un plus grand élémheayipelé le P.G.C.D de la familie

Le P.G.C.D de deux nombres n'est pas changé si @slremplace par une de leurs combinaisons linéaires
DémonstrationUne combinison linéaire deetb est une formule du geneex +b youx ety sont deux entiers
naturels quelconques.

Soitd un diviseur commun daeth. Alorsa=dietb=djdoncax tby=dix+djy=d(ix*jy) doncd est
diviseur dea x £b yo

Cas particulier: si la division euclidienne deparb donnea=b q + r etr O b et sid divisea etb alorsd divise
a—b gdoncr. Sid diviseb etr il divise la combinaison linéaife q + r, c'est-a-dire. Les diviseurs communs
dea etb et ceux dd etr sont les mémes, en particulier le P.G.C.D estdme

Algorithme d'Euclide.

Initiation. Le P.G.C.D daetb Jaestle P.G.C.D de et du reste [I b de la division de parb.

Aprés changement de symboles,

le P.G.C.Ddeyetr;0r, estleP.G.C.Ddg etdureste,r; de la division de parry,

le P.G.C.D deg etrg.,0rgestle P.G.C.D dg . et durestey.,rrq.de la division deg parrg + 1.
Hypothése

le P.G.C.D de; etr;,;Or; estle P.G.C.D de, ,etdureste;.,r;,,de ladivision de parr;. ;.

Hérédité

Le P.G.C.D d&;. etr,,,0r;, estle P.G.C.D dg. ,etdureste;.sr;,,de ladivision de . parr;., s.
Conclusion : le P.G.C.D dg etr;, c'est-a-dire da etb est le P.G.C.D de toutes les paireg; + 1.

Son arrét: sir;, 3 est nul alors on sait que le P.G.C.Drdg etr;.,Or;.,estle P.G.C.D dg. , et de zéro et
aussi le P.G.C.D de toutes les autteonc est le P.G.C.D deetb m

Plus petit commun multipleou P.P.C.M.

Soienta etb deux entiers naturels :

siaoubest nul, P.P.C.\M(,b)=0;

sia etb sont non nuls, considérons I'ensemble des estiectement positifs qui sont multiples a la foesadet
deb. Cet ensemble d'entiers naturels est non vidd| cantienta b. Il posséde donc un plus petit élément, et
c'est cet entier naturel que I'on appelle le PN .dka eth.

Sa détermination Soitd le P.G.C.D da etb, alorsa=d a', b =d b Définissonsn=d a' b. Alors a la foisn
estd a)b'=ab' ce qui montre qum est multiple dea etm= (d b) a'=b a' ce qui montre qum est multiple
deb donc P.P.C.M{, b) 0 m. Commem est inclus dans tous ses multiples, en@ P.P.C.M&, b) donc par
antisymeétrie de l'inclusiom = P.P.C.Mg , b).

Nombres premiers

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement detigedirs distincts entiers. En
conséquence, ces deux diviseurs sont 1 et I'dniieréme.

Chaque nombre entier naturel peut étre écrit commain produit de nombres premiers
Démonstration On étudie la phrase{(n) = "tout entier inclus dansest zéro, 1 ou une multiplication de
nombres premiers".

Initiation : elle est triviale.

Hypothese @r(n)v.

Hérédité Soitp le plus petit entier autre que zéro ou 1 et divtiga suivant de.

a- Sip est premier, alors la démonstration est faite.

b- Sip n'est pas premier, vu qu'il diviseon ap q= (suivant dan) donc ¢ etp) O (suivant den). On a le choix
entre (] etp) = (suivant den) et (@ etp) O (suivant den).
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c- Le premier choix donne (suivant de(suivant den) = (suivant den) donc (suivant de) = 1 doncn=0 et la
démonstration est faite. Le deuxiéme choix dongetp) [l n et par hypothése la démonstration est #site
La décomposition précédente est unique

Démonstration Nommonsp(k) la phraseK = 0 ou si les produits de nombres prem[grs} o m €t[] § o« sont
égaux alors leurs facteuns; m ets ok sont identiques”.

Initiation : elle est triviale.

Hypothese o(J)v.

Hérédité On isole les numéros particuliarset le suivant d& nommén.

Alors [1Giom= Gm[] Gizmet[] Son=5[] §#n (0N omet dans les produits les mentions en indice
iom€tjon). Onadongn[] dizm=S[] §#n Note:jOnetjzn=j(0et#) (suivant d&k) = j O k.

Cas 1: s, =, on simplifie de chaque coté de I'égalif§ o2 m =[] §#n.

Cas 2 : supposons qgg est différent de,. L'égalite[] g =[] § signifie que le nombre premig, divise le

produit des deux nombreset[] 5., qu'on va appelgs. D'autre partgy, ne divise pas,, puisque deux
nombres premiers différents n'ont, par définitjpas de facteurs communs autres que 1. On conaut,fu

divisep =[] §n. L'hypothese de récurrence s'applique donc lardgosition de[] gz m et [] §-n sont

identiques. Alorsl, [] o «m ets, [] S«n Sont des décompositions identiques dppgi o m €t[] S o suivant dek

sont identiques
Théorémes de Bezout et Gauss

DansN, a etb étant donnés le plus petit élément de I'ensemble desx+byestle P.G.C.D daaeth.
Démonstration

¢a La propositiond etb étant donnéd,x ety tels queax + by = s' définit un ensembl&a , b).

+b- Cet ensemble a un plus petit élénedl. XX). On a dond =a x+ b yO tous les autres=ax'tby"

+c- Alorsd divisea eth.

Preuve. Si on pouvait écrire la division euclidierea pard avec un reste non nul alors on ausaitd q + r et
r 0 d. Substituonsl : on aurait= (@axtbyg+r=axqtbyq+rquidonneraintaxqtbyq=ravec
inversion du signe devaatx qetb y g donca(1+x g +b(y g =r, avec 1 & qdans le r6le d&' ety qdans
celui dey', ce qui est absurde avec le paiht La démonstration est analogue abvec

d- Enfin,d est le P.G.C.D4g, b).

Preuve : tout diviseur dieetb divise leurs combinaisons linénaires (al XX), antigulierd donc (al XX) est
inclus dangl m

DansN, a et b étant donnésl'ensemble desa x+ by est celui des multiples du P.G.C.D daetb.
Démonstration Tous les entiers dg@sont des multiples du P.G.C.D detb. Inversement, sh est un multiple
du P.G.C.D daeth, onam=k ddoncm=k(ax by =ak x + b k ygui est membre d&

Nombres premiers entre eux : par définition leur PG.C.D vaut 1.

Théoréme de Bezout a et b sont premiers entre eux= il existeuetvtels queautbv=1.

Démonstration P.G.C.D &, b) = 1=(al XX) il existeu etvtels quea ux b v=1=(al XX) 1 est multiple du
P.G.C.D deaetb = P.G.C.D dea etb [0 1=(aucun diviseur n'est nul) P.G.C.Ddeth=1m

Théoreme de Gauss Si un nombre premier aveca divise le produit a b, alors ce nombre diviseb.
Démonstration n est premier aveg = il existeuetvtelsquenu+av=1doncquebnu+bawvb=
bnu+(bav=b=(ndiviseb aeth n y ndivisebm

Corollaire de Gauss: si un nombre est premier avec chacun de deux autrgest premier avec leur
produit.

Démonstration Sin est premier avea et aved, le théoréme de Bézout dit qu'il il existe deuxmes d'entiers
(u,v)etk,y)telsquenuztav=1letnxtby=1,donc quenutav)(nxtby=1doncqueunxtnub
ytavnxtavby 1l doncqua(unxtubytavktavby=1, donc quaeth csont premiers entre eux
|

Dés qu'un de deux entiers est non nul, leur multijtation est égale a la multiplication de leur P.P.®/A par
leur P.G.C.D.

Démonstration. Soient deux entiers positidsetb, m= P.P.C.M &, b) etd=P.G.C.D &, b).

Soitn un diviseur de etb.

¢ Alorsn aetn bdivisenta b. Preuve : parce que diviseaetb n g=aetn r =b donnent
(nbg=abethar=abno

¢ Alors n divisea b. Preuve : parce quedivise deaetb onan g=aetn r=bdoncn g=aetn r=b donnent
ngnr=abdoncn(gnr =abdoncndivisea bo

¢ Alors a divisea b/ n. Preuve : parce quediviseaetb,ngnr=abdoncar=(n g r =ab/ndoncadivise
ab/no
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¢ Alors b divisea b/ n. Preuve : la démonstration est analogue.

¢+ ndivise P.P.C.M¢ ,b) xa b/ P.G.C.D&, b). Preuve : tous les diviseurs commurtea etb sont tels qua
etb divisenta b/ n, en particulier le plus grand doaetb divisenta b/ P.G.C.D&, b).

+ |l existe dond etl entiers naturels tels qaek etb | soient égaux a b/ P.G.C.Da, b).
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Nombres entiers relatifs

L'idée initiale est que si la différenae-b entre entiers naturels n'est pas un entier natgejui arrive sa 0 b,
elle est un nombre d'une nouvelle espécendasbres entiers strictement négatifs
Il nous faut agrandi de nouveaux éléments constituant un enseflleéfinir et qu'on va renommér* de
telle sorte que™ [ N soit un ensemblg.
Une difficulté est que si un entier naturel es@lsultat d'une soustraction, il est aussi le rasdltne infinité
d'autres soustractions.

Signes

Nommons (0 n O N*) le résultat supposé unique de la soustractiem0Choisissons I'ensemble de ces couples
(0 ,n) comme candidaf ™.
Soient deux entiers naturetsetn. Parce que I'appartenance a le don d'ubiquit&lsan a le chobm O noum
=noun O maqui donne dans l'ordia — n(J N* ou m=n oum — nJ N*, Par convention, toujours dans cet
ordre le résultat — msera dang*, nul doncm =n, ou dand\*, d'ou la tentation de renomm&i* I'ensemble
N,
On adopte aussi les définition des ensemBied] {0} = 7, {0} O Z™*=Z"etz* 0 {0} O Z™* = Z.
On a alors les identificatior®” =N etZ™* = N*,
Vocabulaire : les nombres d&~ sont desiombres entiers négatifsceux deZ* desnombres entiers positifs
ceux deZ* desnombres entiers strictement négatifsceux deZ*" desnombres entiers strictement positifs
et ceux d&Z desnombres entiers relatifs

Soustractions équivalentes

DansN, si un méme entier naturel résulte des soustradie- beta' — b, alors I'égalitéa — b=a' — b'donne

par addition dé etb' aux deux membres+ b' =a' + b, ce qui peut se lirm somme des "moyens" est égale a
la somme des "extrémestli "les additions croisées sont égdles

Inversement, sh + b' =a' + b, par soustraction aux deux membredaeb’, qui sont a—-b a+b
toujours p053|b[es darm on prouve que les deux soustractiansbeta' — b’ a—b a+b
donneront Ig méme entl_er,naturel. . additions croisées
Par convention, si les différences ne sont pagd#srs naturels, deux d'entre elles

dont la somme des extrémes et des moyens sonsélfagneront toujours le méme

nombre entier relatif strictement négatif.

En particulier, &, b) équivaut a (Ob—a) ou a & — b, 0) selon que la soustraction est ddnsu non.

Opposition
opérande
Opposer une différence consiste a la retournegy@yter opérande et opérateur : * opérateur
'opposée den — nestn — m et est écrite -nf — 1) . Les faits suivants sont évidents. "= résultat
L'opposition d'un nombre change son signe
L'opposé de I'opposé d'un nombre est ce nombre Opération

Soit un entier relatif non nul. Lui-méme ou son oppsé est strictement positif
Valeurs absolues

Soitx O Z. Par définition, lavaleur absoluedex est celui des deux opposést —x qui est nul ou strictement
positif. On I'écrit}|. Les deux barres encadrant la lettre sonbdesments

Une valeur absolue est donc un entier naturel

On aX| = selon le cas xou —x, ce qu'on écrit X et se lit "plus ou moins'.

En conséquence,= + [x|.

On démontre immédiatement que

Six O Z™ alors k| =x.

Six [0 Z* alors k| = —x, en particulier [-1]| = 1.

Six =0, alors)j| = 0.

Six O N alors ¥| =x, en particulieron a [0] =0 et |1| = 1.
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Opérations sur les entiers relatifs.

94. DansZ, les opérations addition, soustraction, multilma et division ont été définigmr extension de leurs
propriétés algébriques fondamentale établies ddnk s'agit
de l'associativité,
de la commutativité,
de la neutralité du zéro dans I'addition et
de la neutralité du un dans la multiplication,
de la distributivité a gauche et a droite de latiplitation par I'addition.
En conséquence, toutes les régles de transformaltiébriques des formules de calcul démontréesNaut
de factoapplicables dana&.
La seule nouveauté est la définition de l'opposégsoustraction a zéro :n=0 —n.
Voici, avec les démonstrations, les regles de calcles entiers relatifs a partir d'entiers naturelsa, b et n.
95. Additions
at(-b)=a+(0-b)=@+0)-b=a-bsialbsinon-KH-a).
(-a)+b=(0-a)+b=0-@-bY=b-asiallbsinon—&—b.
(-a)+(-b)=(0-a)+(0-b)=0+0-a-b=0-@+b)=-@+Dh).
96. Soustractions
a—(-b)=a-(0-b)=(@-0)+b=a+ b. Soustraire un opposé, c'est I'additionner.
(-a)—(=b)=(0-a)+b=b+ (-a)=b—asiallbsinon-4a-1.

(-a)—-b=(0-a)-b=0-a-b=0-@a+b)=—@+h). \

97.  Multiplications : on a laégle des signegtableau 1). Xy b b
a(b)=a(0-b)=a0-ab=0-ab=-ab a ab | —ab
(-a)(-b)= 0-a) (0-b)=0-0-M-0a+ab=0+0+0+ab=ah. X3l Zab ab
(Fa)b=(0-ab=0b-ab=0-ab=-ah Tableau 1

98. Divisions : on a la méme&gle des signegue la multiplication.

Siq =_ib, alorsq (—b) =adonc (—q) b=adonc —q =% doncq = —% donc_i‘b = —%.
Sir =_—ba, alorsr b = —a donc (—) b =a donc (ligne précédente)= —% donc%1 = —%.
Sis =_—;‘, alorss (—b) =— adonc -s b=—adoncs b=a doncs=%1 donc_—;")‘=%.

Inégalités entre entiers relatifs

L'usage des signes ensemblidfiest (0 pour les inégalités chez les entiers naturelplo®de sens chez les
entiers relatifs, d'ou ce changement de notattoremplace] et< remplace.
Chez les ordinaux;] = (0 ou =) donc danf < = (< ou =).
Le modele des inégalités sont celles ddnx Oy = x — y[O N* et on I'applique telle quelle
dansZ, ce qui donne la définitiona<y - x —yO Z™ doncx<y = x—yOZ*
99. L'opposition retourne les inégalités
Démonstrationx <y < x—ydZ™* < l'opposé —X —Y) = (=X) — (=y) 0 Z™ qui change le
signe donne (¥) — (-X) O Z* qui donne () < (—X) m
Cas particulier x< 0 = 0 < —x. L'opposition d'un nombre change son signe
100. La multiplication par un nombre positif laisse invariantes les inégalités et la multuiplication par un
nombre négatif les retournent C'est une conséquence immédiate de l'al. prététide la régle des signes de
l'al. 97.
101. On a équivalence entre
étre strictement négatif et étre strictement plus etit que zéroet
étre strictement positif et étre strictement plus gand que zéra
Démonstration. Soitn [J Z** : c'est un entier naturel non nul don€l® donne 0 <.
Soitm O Z* : alors —-m O Z™* donc 0 < —m et par opposition on retourne l'inégalité< Om
Note :on a— 1 < 0 < IDémonstration. On sait que dari¥, 00 1 donc 0 < 1. Par opposition —1 .0
102. Une somme d'entiers du méme signe strict est de signe
Démonstration
exetydZ™ = xety ON* = x ety DN = x+y 0N = parce que chez les entiers naturels, si une somme
n'est nulle alors tous ses termes sont sy O N* = x +y 0 Z*™*,
exetyDZ* = —xet—yOdZ™* = (-X)+(-yY)=—K+y) O0Z* =>x+yOdZ*m
¢ Si deux relatifs sont du méme signe strict
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103. Siune somme d'entiers relatifs de méme signe estlie chacun de ses termes est nul
Démonstration Soitx + y nulle. Si par exemplbe= 0, alors il restey = 0 et inversement. Si Rini y n'est nul on
a vu que la somme est d'un signe shict

104. On a la régle des signes de la multiplication ci-odre. Le tableau 2 donne le signe strict

dex yselon les signes deety. Démonstration b
ex>0ety>0= xetyON* = xyOdZ™, ab T
ex>0ety<O=xet-yON* = x(-y) 0Z™* = —xyOZ™* =>xyOd 7™, + | +| -
ex<0ety<O=xetylZ* = (-x) et (-y)0Z™* = (=x) (-y) =xyO Z™, Gl
ex<0ety>0=—-xetyON* = (-X) yOZ™* = —xyOZ™* =>xyOd 7™ Tableau 2

Siq=al/b, alorsq b=ad'ou le tableau 2 de signes dont on déduit leetabB.
105. On peut additionner ou soustraire un méme nombre axideux membres d'une inégalité sans l'inverser.

Démonstration

a<b=a-bOZ*=simOZet@+m-b+met@-m-b-mM=a-bOz™* alb b

donnent respectivement il B

a+m<b+meta—m<b-mm altl+l—
106. On peut additionner membre a membre deux inégalitéde méme sens il Bl B

Démonstration Tableau 3

a<betx<y=b-aety—-xO0Z*=a-betx-yOZ™*0ON)=
b-3+y-A=b+Y)-@+XNTZ*=@+X)-0+YIZ*=> @+x<p+y) =

107. On peut multiplier ou diviser (si les divisions sot exactes) par un méme nombre strictement positiine
inégalité stricte sans I'inverser Une multiplication par un nombre strictement négatf I'inverse.
Démonstration
¢a<b=a-b0Z*=simOZ™*alorsam-bm=@-hmOZ*=am<bm

=simOZ™*alorsam-bm=@-HhmOZ*=bm-anlZ*=bm<am

¢ Si les divisionsa / m etb / m sont exactes

a<b—=a-b0Z*=simOZ™* alors@ _P -2=bp 7~ :3<£,
m m m m

m
= simDZ*alors2-2=8=Ppzw b _apz b oay
m m m m m m m
108. Sil<a<bon ales encadrementa <a’<a b<b?

Démonstration
On a 0 <1 ¢ donc on peut multiplier deux membres d'une inégalara etb.
l<a<b=a<a’<abetab<b’donca<a’<ab<b’ m

109. On peut multiplier membre @ membre deux inégalitésle méme sens si le plus petit membre est
strictement positif.
Démonstration
O<a<betO<m<n=am<bmetmb<nbdoncam<bnm

110. Inégalité triangulaire : la valeur absolue d'une ssmme est plus petite que la somme des valeurs absedu
Pour avoir égalité, il faut que les deux termes sent de méme signe
Démonstration On doit démontrer que + y|< x| + .
La définition des valeurs absolues donne
X+ yl=|(klsixOZ ou—x sixOZ)+ (ysiydZ ou-y|siyOdZ)|, ce quidonne 4 cas :
deux cas de signe contraire

. | X+ (- |y|)| =| | —|y|| = soit k| —y| si la différence est positive donc eskl<|ly| + ¥| = Kk + Wl,
soit —(]x| —ly]) si la différence est négative donc gist [x| < | + K|,
. | (=N + |y|| < par un raisonnement analogue en permutant les déx ety a k| + .
et deux cas de méme signe
. | x| + |y|| est la valeur absolue d'une somme de deux norebtEss naturels qui est un entier naturel, dohc es
cette sommex| + |, donc on a égalité,
. | (=KD + (- |y|)| = | —(X + |y|)| qui est la valeur absolue de I' opposée d'une sodiemtiers naturels donc est

cette somme donc egf  Jy|, donc on a encore égalité.
Dans les quatre cas+ y|< |x| + | m
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111. Lavaleur absolue d'un produit ou d'un quotient estégale au produit ou au quotient des valeurs absas

Démonstration Il faut démontrer quex p = k| | et X =J|§|l.
La reégle de signes du tableau 1 domng 1+-| K| - i|y|| :| un signe, peu importe lequel |y|| =K | et du
—|xX| = ; ; _X
tableau 3 donng=| = |==| =| un signe, peu importe quL{éh =ty
% + y‘ vI| Iyl
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Nombres rationnels

L'idée initiale est que si le quotiem [l Z) / (b O Z*) entre entiers naturels n'est pas un entier patiilest un
nombre d'une nouvelle espéce,desnbres rationnels(a/ b est souvent appelé uapport, en latinratio).
Une difficulté est que si un entier relatif estésultat d'une division, il est aussi le résultahd infinité d'autres
divisions.
DansZ si les deux divisions exactad b eta' / b’ donnent le méme résultat, une multiplicationlpat donne
I'égalité entre le produit des extrémes et le prodeg moyena b'=a' b. Inversement, une division exacte de
ces deux produits redonne les deux quotients égaux.

b _ a a/ P.G.C.0A, b)
P.G.C..{Jla| , b)) P.G.C.GJal, b b/ P.G.C.0Ma|, b))

Soit une division den 0 Z parn [0 Z*. Si ce n'est pas un quotient exact, le résukatinenombre

fractionnaire, un Couple< m , n )
P.G.C.4Im|, h) P.G.C.O4mM|, h))

Note :Z™* a été défini comme I'ensemble des couples(0l N*). La confusion est donc impossible.
On écrira la réunion d&Z et des nombres fractionnaires. Les nombre® dent appeléaombres rationnels

) est (1 n)

En particuliera

b montre I'équivalence ent%eet

Le P.G.C.D de 1 et de n'importe quel entier natesetl don

1 n
l(P.G.C.Duu . h) ' P.G.C.O1] , h]
1

et est appeléitiverseden et est écrit 1 ouﬁ. Par convention, l'inverse de f éstn lui-méme.

0 , n ) est
P.G.C.4IL| , h) P.G.C.OI1], h)

(0O,n/n=1),soitle0/1 0% de@, mais aussi le — 1 d&*. Pour éviter la confusion, on excluot= 0 dans la

Le P.G.C.D de 0 et de n'importe quel entier nateseket entier dor{(:

définition de I'al. 38 des nombres fractionnaires.
L'inverse de l'inverse d'un nombre est ce nombre

Unefraction est un couplea(1 Z ,b 0 Z*). On I'écrira%. Elle est dite équivalente%}\si le produit des moyens

et celui des extrémes sont égaux. En particul'rm,fnactiong est équivalente au nombre rationnel

p / P.G.C.0Yp, Al

p / P.G.C.0NRI , B}
Opérations sur les nombres rationnels

Les opérations addition, soustraction, multiplicatet division ont été définies telles que tousssrégles de
transformation des formules de calcul soient lema®dan$) et dan<Z.

On a donc extension des lois associativité, comtiniteg neutralité du zéro en addition et du 1 en
multiplication, distributivité a gauche et a droite la multiplication par I'addition, donc toutes régles

algébriques qui en sont déductibles. La seule rmuéeesn%= 1.
Poura etb etn entiers relatifs :

On sait que, en tant qu'inverse de I'inv%r,s@i =n.
Multiplications: on multiplie entre eux les numérateurs et lewddénateurs.

L'hypothéseg =a %donneq b= (a %) b= a(% b) =al =aetla résolution de cette équation d'inconque

donneq :% donca % =a

b

11 —l l = l l =1- = 2 i 4 i = i l

Le caIcuIBabd—bbdd ( b)( d) 1. 1=1 etlarésolution de cette equa%%‘od 1d|nconnu%d
1

b d
11_1
donn 53 bg
Le calcul%%z (a %) (c %) =a c%% =a cb—ld:a—gse resum%%za—g.
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Divisions: on multiplie par la fraction inverse.
d

Le calcul%gg :%(%g) :% 1= b 2 et la résolution de quuaﬂ(%w—— ==d mconnue% donn e‘% :%lg.

.a_an_an_a/n_al/n_a/n

Note :==Z=—= , ce qui permet de changer a volonté un dénominatms changer le
b bn bnob/n bi/n b/n o P g g
quotient.
Additions
Le calcu®+S=al+pl= @a+b l_a+b él‘ €-2%0 montre gue le dénominateur commun est
n n n n n n n n

distribué par I'addition.
L | |§+E_a_d+_b:a_d+b_ ad+bc +9:—ad+bC
e caloulp + 0= P i R T e T ba UMt e T g

méme dénominateur.

montre la la régle de rédustion au

Soustractions on obtient par analogie aux additions les dégpes precedent%& a db db 4
ac
; . . N c_lbd
Note : le numérateur s'écrit parfois sous forre thbleau dit determlnaﬁt—a = YR
Signes
C'est la régle des signes dahsttendue &.
Inégalités

Par extension d& (p. 25) a0, les se définissent exactement comme les inégalitéz les entiers relatifs. Leurs
propriétés s'en déduisent de méme.

De nouvelles propriétés apparaissent.

Tout rationnel positif est strictement majoré pamnaoins un entier naturel.

Démonstration Soit un rationnég_ > 0. Par conventiog est un entier naturel autre que zéro.
Sil<q alorsg <g q doncg < g et la propriété est démontrée.

Sig=1 alorsg estp entier naturel strictement majoré par au moinauwine et la propriété est démontrée.

On n'a pag < 1, si non il faudrait qug soit zéro.
Tout rationnel positif est strictement majoré pamnins une puissance entiere naturelle de 2.

Démonstration Soit un rationnég_ > 0. Il est strictement majoré par au moins umeematurel lui-méme

strictement majoré par au moins une puissanceremtaurelle de 2.
Intervalles

Soienta 0 Q2 etb 0 Q tels quea<b.
La phrase "¢ donné (< o) x (< ou<) (b donné)" définit un

ensemble nommiétervalle entrea etb qui en sont legxtrémités Définition | Adjectif ecriture
La différenceb — aest lalongueur d'un l'intervalle entra etb. a<x<b | ouvert R,
Si sa longueur est non nulle, les extrémités sistindtes et vice-versa] 8 <X<b | semiouvert| &, b]
Le milieu d'un intervalle entra etb est un rationnah tel queb — m asxsb | fermé B, bl
=m —a Il est situé & mi-distance des extrémités. Lalté®on de asx<b | semiouvert] &, b

s . " +
I'équation d'inconnue donnem = a b.

L'ouverture ou lafermeture d'un intervalle est défini et écrit selon le tahiei-dessus. On passe de l'un a
l'autre en ajoutant ou retirant une des extrénaitées deux.

L'intersection de deux intervalles est un intervak.

Démonstration Il faut faire I'inventaire des comparaisons desitions des quatre extrémités données de deux
intervalles ouverrtsg, b et Ju, V[ puis passer aux semi ouverts ou fermés en ajpataretirant une des
extrémités ou les deux.
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¢ Six est commun aux deux intervalles, alarsx <b etu<x <vdonc @ etu) <x < (b etv).

Onah,b[ n]u,v[O]max @etu), mn @, v)[.

¢ Inversement, il est immédiat que

xO]Jmax @etu), min ,v)[ = (aetu) <x< (betv) >a<x<betu<x<v=xOl]a,b[et u,v[ =
Entre deux rationnels donnés il y en a au moins umoisiéme, situé au milieu

Démonstration

¢ On aa < b = par addition du méme nombre aux deux membresnégdllitc,a+a<a+beta+b<b+b

a+b a+b

donc <2a <a+hb <2bdonc par division par 2 des deux membres de Hilitéga < < b donc

appartient ag , by.
olescalculdtP_p-atb_2a_a+b-2a_b-a ,_b-a_2b _b-a_2b-b+ta_a+b
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

montrent qu@;—b est au milieu deg], b[ =

Une suite d'intervalles emboités est un ensembtodeles i( 0 N, un intervalle j|défini parb; eta; < b)) tel que
Oi on ait | O I; 4+ 1. Ces intervalles peuvent étre ouverts, semi-osvartfermés.
Dans des démonstrations mathématiques, on seosedre des suivants,l; définis a partir des précédents par

ath

; et iou ara‘+b‘ eth;.
a; > p > i

Un autre cas est I'usage des intervallégfinis par soig; eta; +Tl oub; _Tl eth;.

Dans les deux cas la raison est que quelque saititgnele > 0 dans\ il existek dont la valeur dépend dest
tel que la longueur de tous lgsdest moindre que (on dit que les longueurs sont aussi petites qeeom). Ces
longueurs sont 1/2lans le premier exemple et dAns le deuxiéme.

Une autre raison est la propriété suivante.

Deux rationnels communs a des intervalles de touteille non nulle sont confondus

Démonstration Soit "x 0 @ ety O @ communs a tous les intervallgsl'une suite d'intervalles emboités
d'extrémitédy, eta; < b; dont les longueuns — g sont aussi petites qu'on veut. Par ubiquité on rsonner sur
le casx <y. Alorse =y — x> 0. On a donc pour toutdeN, a, < x <y < b, c'est-a-dirds,—g=(bi—y) +(y — %

+ (x — @) qui est strictement plus grand que x=¢, ce qui est une contradictian

Rationnels et entiers relatifs

Soit une fraction de numérateur et dénominateur sictement positifs.

¢ Inverser la fraction inverse sa comparaison du rabnnel avec l'unité

¢ Si le numérateur est strictement plus petit que ldénominateur, le rationnel est dans l'intervalle avert
10, 1.

¢ Si son numérateur est strictement plus grand quesldénominateur, la rationnel est strictement plus
grand que 1.

Démonstration

¢ On a 0 <a<b = en divisant paa ou en divisant pav les trois membres on obtient 0 < £,< 0 <% <1 donc

0 <8< 1 <9 n

b a
Soit une fraction de numérateur et dénominateur siictement positifs.
¢ Si le rationnel est dans l'intervalle]0 , 1[ alors la suite de ses puissances est strictemegtobissante tout
en restent dans cet intervalle
¢ Si le rationnel est strictement plus grand quéd alors la suite de ses puissances est strictemenbissante
et n'est pas majorédon dit qu'elletend vers + l'infini ou +o0).
Démonstration
Soit un rationnedj de l'intervalle 10, 1[. Alors 0 g < 1.
¢ Par multiplication membre & membre des inégalités® < 1, puis 0 < < 1, et ainsi de suite, en général
0<qg"<1.
D'autre part, multiplier les trois membres de §<1 parqdonne 0 <f < g soit 0 <q* " * < q* généralisable par
récurrence 0 9" < g". On récapitule : quelque soideNona0<g""*<q"< 1.
¢ De méme, en multipliant les deux membres de G parq, il vient successivement 0a< o, puisqf’ < ¢°
et ainsi de suite, généralisable par récurrende<eq’ < q"* . Par transitivité, quelque saitdeN,
O<l<a'<a""'m
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+ Tout nombre rationnel positif est soit un entier naurel soit appartient a un intervalle ouvert défini par
deux entiers naturels.

+ Tout entier naturel appartient a un intervalle ouvet défini par deux rationnels.

¢ Autrement ditJes ensembleg et Q \ Z sont enchevétrés

Démonstration

4 Un rationnelx s‘écritg avecp 0 Z, q O N*. Supposong 0 Q". Par ubiquité on a trois cas :
0 <p <qgdonne en divisant pay;, 0 <g <ldoncle rationn% est dans l'intervalle 10, If N.
O<p=q=> g est I'entier naturel.

0<g<p=endivisantpag,0<1 <g
Commeq est entier naturel non nul,
soitg=1 et anr% est I'entier natured

soit 1 <q et alors en multipliant les deux membres partliemael% on trouveg <pdoncle rationnég est dans

l'intervalle 11 ,p[ n N.
+ Tout entier naturet est un rationneg avecq 0 N* donc 0 <% donc _; < 0 donc par addition deaux deux

membres —% <netn<n +% doncn est dans l'intervallen]- 14, n + 1/g[ m

Les bijections que sont les ensembles des couplesN , g, 0 Q) sont des suites dont le rle sera trés
important dans le conceptualisation mathématiquea géysique quantique.

Bornes & intervalles chez les rationnels

Soienta etb deux rationnels tels gques b. Les

intervalles qu'ils définissent sont dans le Symbole Définition Note
tableau 1. [r, +oo[ | Ensemble degtels quer < x

Soitr un rationnel. Leintervalles infinis quil | J7.+[ | Ensemble destels quer < x

définit sont dans le tableau 2. ]-,r] | Ensemble dextels quexsr _

Les intervalles semi ouverg sont aussi des | =, [ | Ensemble destels quex<r | S'écrit aussh
sections inférieures strictes Tab. 1 Intervalles infinis

On a I'équivalence logiquer <r' = S (O et#) S.
Démonstration C'est la définition méme d&.
Bornes SoitE un ensemble de rationnels. Une
borne supérieure deest si il existe le plus petit

de ses majorants et une borne supérieute et Symbole Borne Borne

si il existe le plus grand de ses minorants. inférieure supérieure
Soitb une borne supérieure e Alors (toutg deE) < b. [a,b] n'existe pas n'existe pag
Soitr < b. Si (toutq deE) <r alorsr majoreraite donc on aurait | [a, b[ n'existe pas b

b <r (contradiction). On a donc< (au moins um deE). ]a, b] a n'existe pas
Symbole Définition Note la, b a b

[0, +o[ | Ensemble destels quer <x | C'estQ" [r, +oo[ | n'existe pag n'existe pas
]0,+oo[ | Ensemble destels quer <x | C'estQ™ Ir, +oo T n'existe pas
]-0,0] | Ensemble destels quex<r | C'estQ" ]-0,1] | n'existe pag n'existe pas
-0, O] Ensemble destels quex<r | C'estQ™ -0, r[ | n'existe pas r

]-o0 , +oo[ | Ensemble des rationnels C'estQ Tab. 4 Intervalles bornés

Tab. 2 Intervalles infinis particuliers
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Les rationnels sont dénombrables

149. SoitE, I'ensemble des fractioms’ b oua O Z etb O N* telles qued|
+b < n. Alors séparémerdl|< n etb < n. En langage ensembliste] |
OnO{n},donc+aldnO{nfet—alnO{n},etb0Ond{n}, le
cardinal de I'ensemble étant- 1. L'ensembl&," des +a, celuiE,”
des -a et celuiE,’ desb ont chacum + 1 éléments. L'ensemble des
estE," 0 E, donc I'ensemble des couples (a , b) Bst{l E;) x E,’ .
Son cardinal est
card €," 0 E;) x cardE,’ = (cardE,” + cardE, — card E," n E;) ) x cardE," doncE, est fini et, sachant que
E." n E; ={0}, de cardinal((n+1) +(n+1)-1) (n+ 1) =(2n+ 1) (n+ 1) =2n"+ 3n+ 1.
Mais le nombren de rationnels définis, nommoRs le cardinal de leur ensemble nomméa cause de la
question des fractions équivalentes, est nettemfétteur & 2n° + 3n + 1. Si, une fois numérotés les rationnels
deF, ceux deF, . 1 \F, peuvent a leur tour étre numeéroses
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Nombres réels

Aucun carré de rationnel n'est égal a deux

150. Les mathématiciens de la Grece antique ont décbatzdémontré l'irrationalité dé_z a une époque qu'il est
difficile de déterminer, au plus tard dans les péees décennies du IVe siécle av. J.-C., et vrait@niement
pas avant le Ve siécle av. J.-C. lls montrérentlgsidongueurs des c6tés et celle de I'hypotéruste s
incommensurableg'est-a-dire que I'on ne peut trouver de segmmeitd, aussi petit soit-il avec lequel on puisse
mesurer de fagon exacte ces deux longueurs (voir
https://fr.wikipedia.org/wiki/Racine_carr%C3%A%e_deux#lLa p%C3%A9riode pal%C3%A90-
babylonienne ).

151. Pourtant, pour satisfaire les géométres, il a aflmettre que ces longueurs irrationnelles existeritcomme
les nombres rationnels, et c'est pourquoi on leglignombres réels

152. Soient deux carpettes A et BetB les surfaces qu'elles peuvent recouvris ket surface du sol d'une salle. Les
carpettes se recouvrent partiellement sur uneca#fa B et une partie du s@\ (A O B) n'est pas couverte.
L'aire du sol est air8= aireA + aireB — aire A n B) + aire S\ (A0 B) ).
Si autant de surface du sol est couverte deuxgfeesdécouverte, airé(n B) = aire S\ (A B) ) et alors
aireS= aireA + aireB donc les carpettes recouvrent exactement le sol.
Réciproquement si les carpettes recouvrent exactielmeol, aireS = aireA + aireB alors I'équation
aire A + aireB = aireA + aireB — aire A n B) + aire §\ (A O B) ) montre que la différence
—aire A n B) + aire §\ (A O B) est nulle donc autant de surface du sol est ¢cteideux fois que découverte.
Appelons cette propriété thkéoréme des carpettes

153. Exemple (fig. 1) : démonstration qu'aucun ratioram&lcomme carré.
Les carpettes sont AHC'l et AH'CI', le sol est AB€ta etb sont multiples entiers naturels de 'unité de

longueur.
¢aOna<a. Onaal2<b.
+b Aire recouverte = aire A'B'C'D' = {2— 9> A a B
#c Aire non couverte = aire HBH'B' + aire ID'I'D {2 — b>. H
+d La condition du théoréme des carpettes, si stlp@ssible, est A B |H'
b? + b” = a2 Appelons\2 un nombre dont le carré est 2. Alaf b = a.
¢e La conditioned donne (b —8?=2 @ —bh> Alors b : 2b-a E
2b-— a:\ﬁ (@ —b. Le développement donne —|
_ _ _ - gt 2=
2b +\/_2b = a+\/§ a= (2 +\/_2) b=(2 +\/§) = a =b, en contradiction b
avec le poinid.
Sources : I D' c
http://images.math.cnrs.fr/Racines-carrees-et-nesbationnels.html
Au fil des mathsbulletin de I'A.P.M.E.P, ed. janvier a mars 2021 D | Fig. 1 C
Coupures de rationnels
154. On appellecoupure ousectionde@ un
ensemble$ de rationnels tel que (fig. 2) :
a¢ Sn'est pas vide,
be S# Q, f Q
ce tout rationnel plus petit qu'un rationnel 8est dans, Fig. 2

de Sn'a pas de plus grand élément.
Par convention, les rationnels sont écrits endettninuscule et les coupures en majuscule.

155. Sila coupureSa une borne supérieure, alors Sest confondu avec la section inférieure strict§. Une telle
coupure est dite rationnelle
Démonstration
Par définition d'une borne supérieure, (tpueS) <r. On adonSO S.
Soitqg deS. Alorsq < r. Par définition de la borne, (au moinsginleS) (non<) q doncq < (ceq' deS) doncq
0S Onadon& OSdoncS =Sm

156. LadistanceentreS, etSy>p est par définitiom — p LasommeS, + S estp + g. Le produit S & estSy. Le
quotient S, / & estSyq. On en déduit quedpposéde S, estS_p et linversede & estS, .

157. Tout rationnel hors d'une coupure la majore strictanent.
Si g était hors de la coupufet plus petit qu'un de ses éléments on auraitangadiction. Tout rationnej
hors deSla majore donc strictement

158. Tout élément d'une coupure est strictement plus pitqu'au moins un autre.
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Démonstration Soitq d'une coupur&. Si il n'existait pas de rationnel strictementspdmand quej alors tous les
nombres de la coupure seraient plus petitqygei en serait le plus grand (contradictian)

159. Une coupure est la réunion des coupures rationnefiequ'elle contient
Démonstration Soit une coupurg.
D'une part on g [ (réunion des ges) = q 0 (au Moins ur§ qes) > q< (r deS9 = qO S et
d'autre partj 0 S= g < (au moins um deS) = q 0 Ser ges= q U (réunion des ges) m

160. L'inclusion stricte est un ordre total strict chezles coupures
Démonstration
¢ On connait les propriétés diflexivité dantisymétrieet detransitivité de l'inclusion.
¢ SoientSetT deux coupures distinctes. Alors un rationnel esisd'une et pas dans l'autre.
Par exemplaoit T non incluse danS, ce qui exclut I'égalitS& =T : alors il existe au moins urdeT hors deS.
Alors t majoreS (al. 10) donc (tous deS) O (t deT) donc par définition de la coupufe (toutsdeS) O T donc
SO TdoncS(det#) T.
Un raisonnement analogue montre que si un raticestedans$S et hors dd, T (0 et#) Sm

161. Au sens de l'inclusion, entre deux coupures il erxiste toujours une troisieme qui leur est distinctet qui
soit rationnelle.
Démonstration Soit les coupureSetT telles ques (O et#) T, ce qui veut dire qu'il existe un rationhele T
hors deSdonc majorant strictemeBt Alors (tous les deS) < (r hors deSet dandT).
CommeT n'a pas de plus grand élément,
(tous lessdeS) < (r hors deSet dansl) < (au moins ut deT),
donc parce qu'entre deux rationnels il en existgaisieme qui leur est distinct,
(tous lessdeS) < (r hors deSet dansT) < (au moins unmi) < (au moins un deT) et
(tous lessde$) < (r hors deSet dansT) < (au moins uw) < (au moins um) < (au moins ut deT) donc par
définition des coupures
(tous lessde$) < (r hors deSet dansT) < (au moins uiv deT) < (au moins umi deT) < (au moins uh deT).
NommonsS, I'ensemble des rationnels srictement plus petieucet S, I'ensemble des rationnels srictement plus
petits quev. Ona (al. et7p0S 0SS 0S0T.
Siv était dansS alorsr serait dan$ (contradiction).
Si S, était confondu & alors on aurait par transitivig, (O et#) S, (contradiction).
Onadonchies(Oetz)dS, (Oet#) Tm

Théoréme fondamental

162. Tout ensemble non vide et majoré de coupures
(fig. 3, crochets en noign admet une comme Fig. 3 —F—F—FF Q
borne supérieure(en gris).
Démonstration Dans la démonstration qui suit, les ensemblesodpures seront écrites soulignées.
Soit doncE un ensemble de coupures.
¢a Si une coupure majorariedeE est dang, alors (toute classe &, y comprisM) O M donc siT majoreE
alorsM O T doncM est borne supérieure #eet la démonstration est faite.
+b Ce qu'il faut prouver : si (tout coupuresEjg] et#) (une coupures donnée) alors il existe une cogRitel
gue 1° (toutes les coupureske] B parce qudB doit majorelE, et 2° si (toutes les coupuresk)e] C alorsB
0 C parce qué doit étre la plus petite coupures majorant
+c NommonsB la réunion des coupures He
+d Aucune des coupures Ben'étant videB n'est pas vide.
¢e Soitg un rationnel dd. Alors g est dans une des coupuBdeE. Siq'< g, g' est dans cette coupure , donc
dansB.
+f Il est évident qu@® majoreE.
¢ Soit une coupur@ majorantt. (Tous leg) des coupures d€) [0 T donc (tous leg de la réunion deSdeE) [
T doncB O T. B est bien la plus petite coupure majoramt

Fig. 4 Tttt Q
163. Tout ensemble non vide et minoré de coupures en a@trune comme borne inférieurg(fig. 4).
DémonstrationSoitE un ensemble non vide de coupures.
¢a SoitF I'ensemble des classes minoranteEd&0 F = SO (toutes leS deE).
+b AlorsF est majorée par les classessdgonc a une borne supérieBeui est la plus petite classe majorante
deF. On a donc$majoreF) = BOS.
+c Montrer queB est aussi borne inférieure Beconsiste a prouver qugeest la plus grand minorante Bedonc

queBOF etqueSOE = SOB.
+d CommeB majoreF la deuxieme condition est réalisée.
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+¢e SiB était hors dé& alorsB ne minorerait pag doncB (non[) (toutes les coupures @& donc
(une coupurX deE) (O et#) B doncB ne minorerait pag (contradiction). On a bieB 0 F m
Inégalités et intervalles
On sait que <q' = (0 et#) § ce qui permet d'uniformiser I'écriture des inégali Ainsi : soien€ etC'
deux coupures : par définitio@,< C' = C (O et#) C'. La définition des intervalles passe telle qu'elez les
coupures.
Téte de coupure

164. La borneg deS est dans une infinité d'intervalles ouverts "avalifesur S et sur son complémantai@®S; dont
les longueurs sont aussi petites qu'on veut. Ghsema. X
Soit (fig. 7 en gris foncé) une coupudteMontrons que b

e . N " ] r r [

quelque soit I'intervalle ouvera] b[ (en gris clair) "a cheval X —C C T Q
surX et surQ\X il en existe au moins un auti ] b'[ Fig. 7 al b’
strictement inclus dang] by.
Preuve Parce que l'intervalla , b[ est "a cheval", il existe us dans & ,b[ n X et unb'dans &, b[ n (Q\X).
Comme tout rationnel d'une coupure est stricterplerst petit qu'un autre de son ensemble complénrentai a
toujoursa' <b'donconabiea<a <b'<bdonc& (Jet#) S, OXOS (Det£)So

165. Intervalles chez les coupuresla définition est la méme que chez les ratiosifel 31) a condition de remplacer
les symboles: et < par respectivementet (J et#). Ensuite, par commodité, chez les coupures orttearles
symboles inégalitaires.
En conséquence, chez les coupures, on peut dirgwplgue soit l'intervalles: , S[ contenani, il existe un
autre B, Sf inclus dans$ , S.

166. Appelonstéte de la coupureX I'ensemble des intervallea ] b[ "a cheval" suiX et surQ\X et étendons ce
vocabulaire aux intervalles correspondafts 5.
On a donc (tous lem) < (tous led) et (tous less, 1) < (une coupure unique qui e§t<(tous less, x).

167. Réciproquemenyn ensemble d'intervalles ouverts de rationnels ddrioutes les bornes inférieures sont
plus petites que toutes les bornes supérieures aird la longueur est aussi petite qu'on veut est l#te
d'une coupure unique
La double inégalité chez les rationnels dobhe a' < b — ace qui prouve que daiis la distance entre les
bornes inférieures et supérieures des intervalida tEte d&X est nulle. Par extension de langage, asera
aussi la longueur de l'intervall&,], Sj.
SoitY une autre coupure contenue dans tous les intesvad la téte d€. Supposon¥ distinct deX. Par
ubiquité, raisonnons par exemple dans lexcasy. Le théoreme fondamental dit qu'il existe une coep
rationnelleS, tel queX < S, <Y. Alors quel que soit l'intervalle5] , S| de la téte d& on aurait
S <X<§ <Y<§donc K, S et]sn, S seraient "a cheval" et plus courts q&,]S)[ et ne contenant pas
Y (contradiction).

o

Opérations sur les coupures

168. Usage des tétes de coupure pour définir les opératis analogues a celles chez les rationnespoit * 'une
d'elles : c'est un ensemble de couples de ratismizels lequel chaque antécédentd) n'a qu'une image qui
s'écritq * q'. Soient alorX etX ' deux coupures.

Nommons respectivemerd ]b[ et Ja', b'[ les intervalles de leurs tétes respectivesaut £xaminer trois
critéres.

Premier critere: pour b, b[ et Ja', b'[ donnés I'ensemble des(({ Ja, b]) * (x' 0 ]a', b']) est toujours un
intervalle } , 9.

Deuxiéme critére (tous leg) < (tous les).

Troisiéme critére la longueus — rdes [ , §] soit aussi petite qu'on veut.

169. Alors une coupur® unique est commune a tous I8s,]S]. Cette coupure sera considérée comme le résidtat
l'opérationX * X'.

Addition

Premier crittrea<x<beta'<x'<b'=a+a' <x+x'<b+ b'montre que pour), b[ et ]a', b'[ donnés
'ensemble dex( ]a, b) + (x' 0 ]a', bY) est toujours un intervall@]+ a', b + b.

Deuxiéme critereParce que (tous Ie3 < (tous led) et (tous leg') < (tous led') on a (tous lea + a') < (tous
lesb + b).

Troisiéme critéereLa longueur desa]+ a',b + b est o — g + (b' — a) aussi petite qu'on veut.

L'unique coupur&commune a tous le§]: o, S + [ sera la somm + X',
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Soustraction

170. Premiercritetrea<x<beta'<x'<b'=-b'<x'<—-a'=a-b'<x-x'<b-a'montre que pour], b[ et
]a', b'[ donnés I'ensemble des({ Ja, b]) — (x' O Ja', bY) est toujours un intervall@]- b', b — a[.
Deuxiéme critére
Parce que (tous ley < (tous led) et (tous les’) < (tous led’) = (tous lesa — b) < (tous led — a).
Troisiéme critéreLa longueur desa]— b',b—a[estp—a)—-(a—b) = (b — 8 + (b’ — a) aussi petite qu'on
veut.

L'unique coupur® commune a tous le§]_,, S _ | sera la différencX — X'

Multiplication

171. Laregle des signesle cette opération dafiscomplique la situation, parce qu'on procéde pdtiptigation des
membres des inégalités par un méme nombre, paecsi ge nombre est positif les inégalités sontriavdes
alors que si ce nombre est négatif les inégalééstwurnent (p. 29 et 25).
Premier critere.Dans les démonstrations qui suivent, les couleersudignage ou celle des caractéres indiquent
les applications de la transitivité, les conclusisont surlignées en gris et les chiffres en exgasamérotent
les inégalités.
Soientx O ]a, b[ etx' O ]a", b[ . Selon que zéro appartienne ou non aux intasatleux groupes de cas sont a
envisager.
Premier groupe :
172. C'estle cas ou aucun intervalle de tétXdx deX' ne contient zéro.
Zéro est hors de tous les intervalles qui y soritisl NiX ni X' n'estS,.
Hypothése Ja,b[ 0 Q" et Ja', b'[ O Q. Les numéros des formules suivantes servent aicliapplication de
la transitivité.

(lereligne) a<x<b? aa'<xa<ba? ax' <XX=<hx® ab'<xb' <bb?
(2e ligne) a'<x'<b® aa<ax<ba® ax<xx<bx a' b < pX=B°
donnent par transitivité

et'aa <xx det!=xx'<bb donc aa'<xx'<bbh

a a'est dans le réle deetb b'est dans celui d&
Hypothése Ja,b[ D Q" etla' ,b[ 0 Q™.
Par rapport a la premiere hypothése les inégalgda premiére ligne se retournent dore < x x' < a b!
La distance entre les bornesadt' —a'b=a(b'-a)— @ -b)b—- (b b'—a a).
a b'est dans le réle deeta’' b est dans celui d&
Hypothése Ja,b[ 0 Q et ,b[0Q"
Par rapport & la premiere hypothése les inégalgda deuxiéme ligne se retournéonca b'< x x'<b a
La distance entre les bornes est eneqifig —a) — @ —b) b— (b b' — a a).
a b'est dans le réle deetb a'est dans celui d&
Hypothése Ja,b[0Q etla' ,b[ O Q"
Par rapport a la premiére hypothése les inégalg@ésieux lignes se retournent done' <x x'<a a
La distance entre les bornes est{— b b). b b'est dans le réle deeta a' est dans celui de
Deuxiéme groupe :
173. Hypothese tous les intervalles de téte Heu tous ceux d¥' contiennent le rationnel zéro.
Note : X ouX' est don&,.
L'ensemble dex(d ]a, b[) x (x' O ]a", b'[) contient zéro, parce que par exemple, (Oaded]) x (x' de B', b'))
est zéro.
Les inégalités < 0 <b eta' <x' <b'donnent, vu que a est négalifa'< 0 <a a' La longueur delj a', a a[ est
(a—Db a'. ba'estdansle rOle deeta a'est dans celui de
Un raisonnement analogue dorme€ x <b eta' < 0 <b'donneb' a< 0 <a' aet la longueurd’ — b) a. b’ aest
dans le role de eta' aest dans celui de
La coupure commune a tous 18 ]S est doncs,.
Deuxiéme critérel est satisfait dans chacun des cing cas. Par gleetans le deuxiéme casai ] by[ est
inclus dansg, , b,[ avecx commun etd'; , b'[ est inclus dansal, , b';[ avecx' commun alors a la fois
bl a1 <xx'<a bll etbz ab<xXx'<a blz donc bl a' et b2 alz) < (a.l bll eta, blz).
Troisiéme critéreDans les deux groupes de cag, appartient a un intervalle ouvert aussi court muy@ut.

Dans tous les cas, l'unique coupure commune deeustervalles ext considérée comme le résultdade
multiplication deX parX".
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Division

174. On procéde comme avec la multiplication, sauf guests les inégalités sont retournées et que leiémax
groupe est exclu.

175. Propriétés algébriques des opérationstoutes celles darf@ sont transmissibles immédiatement aux coupures.
Exemple : dan&) la multiplication est commutative. En conséquetesx X' et lesx' x forment les mémes
ensembles, en particulier les coupures, dox¢ =X ' X
Il en résulte qu'aucun calcul numérique n'est Eésdirectement sur les coupures, mais seulemexwt lag
rationnels définissant les sections aussi proch®seut d'elles.

Numeération des coupures

176. Les divisions euclidiennes entre rationnels dontaunes des
quotients dont les décimales sont périodiques @ jplurn certain
rang. Si on cherche a écrire une coupure avecéasas chiffres
gue les rationnels, deux cas se présentent :

- soit la coupure est une section définie par tiomael, alors on ) .
I'écrit avec les chiffres de sa borne supérieuiermaelle, X strictement negative X (0 et#) §
- soit Ia_ coupure est irr_ation_nelle et e_llors dansécriture chiffrée Tgpjeau 5 - signe d'une coupure
les décimales ne sont jamais périodiques.

177. Signe Soit une coupur¥. Son signe strict est défini selon le
tableau ci-contre.

X strictement positive| & (O et#) X

X nulle X=5

EnsembleR des nombres réels
178. Agrandissement del A
L'ensembleR des nombres réels est la réunioritiet de I'ensemblR"™ des coupures irrationnelles.
Les opérations * se définissent ainsi :
entre rationnelg etx' ce sont les * X',
entre un rationnet et une coupure irrationnel}€, c'est la coupurg * X,
entre une coupure irrationneleet un rationnek' c'estla coupureX * S,
entre deux coupures irrationnellé&t X' c'est la coupur¥ * X'
179. Inégalités: elles se définissent a partir des signes esdastractions comme chez les rationnels. Elles en
possedent donc exactement les mémes propriétés.
Equations du deuxiéme degré

1. La formule générale eatX +b x+c = 0.

2. Hypothése a# 0.

3. Mise en forme canonique : une multuplcation pardbnne 4a° X + 4a b x+ 4ac = 0. Une factorisation donne
(2ax?+2@Xb+4ac=0. En téte on reconnait deux termes de l'idengimarquable ©x+h)? =
(2aX?+ 2 @X) b +b®donc I'équation devient @x+ b)>—b? + 4ac =0 soit
(2ax+hb)’—? —4ac)=0.

4. La forme canonique annoncée aesi(+ b)>—A = 0 avea = 2a etA =b* — 4ac.

5. La quantitéA est appelédiscriminant En effet, son signe décide de la solvabilité'éguiation.

6. SiA > 0, sa racine carrée exist& :—-\/ZZ donc avec une identité remarquable I'équationedfevi
[(a X+ b) —\/Z] [(a X+ h) —\/ﬂ =0, ce qui revient a annuler un produit de dectefurs :

—b+jA
a

soitax+b —\/Z =0 doncx = En remplagant etf3, on conclut que

2! - 7
soita x + b +4/A = 0 donox =—R=NA sib? —4ac> 0 alorsx =—REVb” —4ac|
o

2a

qu'une solutionx = _—b, soitx =—2 donc
a

sib? —4ac=0alorsx=—P)|.
2a

8.  Enfin, siA <0, I'égalité ¢ x + b)> —~A =0,
équivalente ao x + b)? = A n'est jamais vraie
guelque soik.

En remplagantt etf3, on conclut que

[sib’> —4ac <0 alorsa ¥ +b x+c = 0 n'est jamais vraje
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Ch 4 Fonctions a valeurs réelles définies sur deéels

Objet : il s'agit d'une catégorie d'ensembles de couplaslds antécédents et le simages sont des nondémiss r
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Fonctions continues

Fonction continue La fonctionf estcontinue enX si et seulement si
¢ elle est définie e (c'esttrés important),

¢ tout intervalle ouverd contenanf(X) a comme ensemble
d'antécédents un intervalle ouvkfig. 5 et 6). £X) - T
Théoreme des valeurs intermédiairegfig. 5). Soitf une fonction N
continue au moins sur un intervalle JA , B[ et J l'intervalle f(A) , f(B)]
si f(A) <f(B) ou [f(B) , f(A)] si f(B) <f(A). Alors toute équatiorf(X) =C |
avecC [0 J a au moins une solution dans

Démonstration Raisonnons dans le c#8) < f(B). Alors ]f(A) , f(B)[ a .
l'intervalle ouvert ;A , Bl comme ensemble d'antécédents. Corfinest Fig.-5  x
dans Jf(A) , f(B)[, il a un antécédent situé dars,|B[ =
Une fonction continue sur un intervalle fermé atteit ses bornes R
a- Si la fonctionf est définie et majorée sur un intervalidig. 6) elle a Y
une borne supérieure sdipc'est-a-dire que dés g¥e< sup f il existe u_,
au moins une image(un X de [A, B]) dans l'intervalleY, supf]. — A 3

b- Supposons qu'il n'existe pas de réelAlgH] solution de I'equation  f(X) = /\
d'inconnueX : f(X) = supf. supf

c- L'ensemble de ces imagéX) a quand-méme sa borne supéridiire '
Si sup f < B par définition de la bornB il existerait au moins uX 'de - - R
[A, B] tel que supf < f(X ") < B, ce qui contredit la définition de stip /

d- On aurait don® < supf. Fig.6 X

e- Comme il existe de§X) < B et desX 'tels queB < f(X ) <sup f, I'ensemble des antécédents ¥dee F(X) ,
f(X [ serait, a cause de la continuitéfden intervalle ouvert défini par deux coupu@®tC < C'.

f- Alors B serait I'image d'un nombEede IC, C'[. L'équation d'inconnuk : f(E) = B aurait au moins une
solution.

e- Pour finir, en répétant le raisonnementon trouverait la conclusion dk inversée sy < B =f(E)
(contradiction).

f- La démonstration est analogue sifle6] |) étaient minorés

Dérivée et intégrale

L'aire sous une courbe représentative, née au moyémge, induisit une révolution intellectuelle
fondamentale au XVlle siécle : le calcul différentl et intégral, dus a Newton et Lebniz

Soit (fig. 7) une fonctio' (la présence du "prime" sera justifié plus loigjidie au moins sur un intervalla [
b] et continue sur ce segment. On sait qu'ellerdtsa borne supérieure maxf et inférieure mip, yf. Entre les
deux, le théoréme des valeurs intermédiaires dittqute équation d'inconnee f '(x) =y a au moins une
solution.

L'aire du rectangle ABG.,Dmax de largeub — aet de L
hauteur mag .5 f' estSp= (b — @ maxa,uf . Dy Cma i
L'aire du rectangle ABG.,Dnmin de largeub — aet de ) o !
hauteur mip, 5" estSyn = (0 — & Mina, 5f ' . ] R % v
L'aire du rectangle ABCD de largelni- aet de ! + Fig. 7
hauteurf '(unx de fa, b]) estS=(b -9 f'(x) . : i
S-S, est l'aire \If\ : i

Sur la représentation graphique on a I'encadrement | : :

Shin € S< Shax Ce sont les aires de trois rectangles de— : L
méme largeub — a H . A 1B M
L'aire exacte de ABG,Dmin €StS. encadrée aussi pafS a « |Abscisses»a % b B

et Snin . Snin < SeS Snax

Par continuité dé', I'équationS(x) = S d'inconnuex a au moins une solutiog appartenant &a[, b].

Note : en cas de décroissance ou d'extrémufm si& fa , b], le lettrage de la figure 7 reste le méme.

Leibniz avait proposé plusieurs nouveaux codegsitliée mathématiques :

f(x) ety pour les images d'une fonctifirox pour I'écarb — aentre deux abscisses (la letfreemplace d pour
éviter de confondre avec une multiplication d'umbee d pax), oS etf '(x,) ox pour l'aire exacte de
ABC.,oDmin- Cette aire elle-méme peut étre vue comme latiamiae l'aireS de la surface HAR,K définie par
I'axe des abscisses, deux paralléles a I'axe desmées d'abscissaseta et la courbe représentative de la
fonctionf .
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4. L'aire S (en gris) est donc une fonctibdistincte de ' dont les antécédents sont les couples de valeugs ,B).
Cette aireS s'écrit dond(a , ). Comme elle est la somme des aires de figuresreoABML, la lettre S

allongée et garnie des borregt3 donne notre symbole d'intégrd) —f(a) = IB f'(x) ox.
a

5. Pour des raisons pratiquesglde Leibniz est remplacé par le "d" ordinair§) —f(a) = fﬁ f'(x) dx.
a

L'aire de ABGa,Dnmin S'écrit donc fi=f '(x;) dx. Une algébre don% = f'(x) et la formule intégrale

f(B) :fp’ % dx + f(a). La fonction ensemble des coup(@s, f(B)) est donc connue a une constante pres, la
a

constante d'intégration f(a).
6. L'indice e dex, dans les formules est presque toujours omis gaarétrit par exemplgj—( = f'(x), avec la

convention que la valeur deest justement celle qui renfekactement égal a I'aire de ABSD min-
7. Si les images d'une fonction dépend de plusieuiahlas, par exemple Best I'ensemble des couples

((x Y, 2) L f(x,y, z)), une variation dédue a celles des trois variabley etz a la fois on I'écrirafdalors que
par exemple, si on fixe les valeursxdetz, la variation dé due a la seule variatiorydey s'écriracf. On aura

doncg =f'(X,VYe,2) avecy <Y<y + dy.
y

8. Leibniz invanta aussi des termes de vocabulair&émadtique nouveaux, toujours employé aujourd’hoiroe
fonctionpourf ouf ', coordonnéeourx ety etdifférentielle— nommédiuxion chez newton — pourf @u of.

Calcul de dérivée par passage a la limite

183. Soit une fonctiorf définie au moins sur un intervalle [b]. Pour chaqu& O ]a, b[ eth tel quex + hO ]a, b[
. . _f§x+h2_fgx2 .
considérons la fonction ensemigjées couplegh , q(h) = h . Manifestement, le coup(é.) ,q(0) )

n'est pas défini. Si il existe un nomioriel que la réunion de la fonctigret du couple (0r,) soit une fonction
continue erh, alorsr est nomméombre dérivé. Comme pour connaitreil faut d'abord choisig, ce nombre
sera écrit comme une nouvelle fonctidrensemble de coupléx ,f ‘(x)), appeléalérivée def.

Exemple : soit la fonctiohensemble des couples, (). On af(x) =x% Le quotient dépendant theest une

fonctionq ensemble des coupléls ,q(h) :K&hhﬁ(l()_) donc tant qué # 0 on peut simplifier :

q(h)=f(x+hg—f(x)=(x+hr22—x2=2h)r<1+h2

= 2x +h. Pour assurer la continuité de la fonctipenh = 0,

on adjoint &g le couple (0, X), ce qui s'écrit limp— o q(h) = 2x.
En pratique, une fois les simplifications faites,remplacéh par zéro.
Par ce procédé, on démontre les formules classapidgrivées.

Fonction Note K&h%ﬂ& Dérivée Démonstration
Fonction K—K_ A /iqs
——— =0 (indépendant
X— K constante h ( p d@ X—0 1
Puissance n_n
+ —
X — X" d'une Mhu nx! 2
fonction
Fonction -1 -1
17x inverse X (X + h) X 3
\/_ Fonqtion X+ h—/x _ 1 1 .
X racine = —=
carrée h x+h+4/x 24/x
Produit par
K f une K f(x+ hr)] —K 1) K (%) 5
constante
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f+g Sfomme de | [f(x+h) +g(x+h)] —[ f() + 9] freg 5
onctions h
. Différence | [f(x+h) —g(x + )] —[ f(x) - g(x)] (g ;
9 de fonctions h 9
Sipg | Sommede|  ZfCcrh) -2 009 > 609 g
ol fonctions h ol
Produit de f(x + h) g(x + h) =f(xX) g(X , .
fxg | Produtdel IcrMabeW-T09® | oo+ f(x) g9 9
f Quotient de f(x+h) / g(x+ h) =f(x) / g(X) ‘ ff(():;) %(())(()) 10
g fonctions h —
g
Zn: n—l <Rk
k -k
Démonstration 2 : le bindme de Newton dcr?nelf =k ! = Z XXt
h k I(n k) I h h
n! x”h”‘”+”z':1 nt  Xh* XN nl ookt

“hin-m! h  Zkin-KW! h h Zki(n-K
et tous ces termes sont nuls quard0 sauf sh —k—1 =0 donc sk=n-1, donc il reste

n! Xn—1: n! Xn—lzn!n—l!! Xn—l:n){]—l

(n=1)(n—n-1)! (n-1)!1! (n=1)! '
21 1

DemonstranonSX+h X_x=(x+m1i__-h 1__ -1 _-1

h (x+h)x h x(x+hh x(x+h) »
Demonstrat|on4*‘X+h —\fx _afx+h=/x \x+h++/x _x+h-x 1 - 1
h \/WH\/;( h o Ix+h+/x A/x+h+4/x

5}:<f(x+hr)]—|<f(x) :Kf(x+hr)] —f(x)

Démonstration

Démonstration 6 [foc+h) + gx + W] —[f(x) + 9] _ [f(x + h) — ] ~[g(x+h) - g(x)]
' h h

= fx+h) (9 , glx+h) —g(x)
h h

Démonstration 7 : analogue a la précédente

Yhix+h) =X X [fi(X +h) —fi(X)]

Démonstration 8L iol =il =y fi(x + h) —fi(x)
h h = h

Démonstration 9 : un artifice de calcul donfr(.?é+ h) glx + h) —f(x) glx +hh) * 103 g(x + ) —7(x) 9(x) qui se

décompose

o h glce) =9 gl oh) , 169 g )= K9 000 o s factorse

Kﬂhﬁ(& g(x + h) +f(x) gﬁﬂhbgﬁﬁ puis le passage a la limite donne directerhi} g(x) +f(x) g'().

Démonstration 10 : nommongx) le quotientﬂ()%. Alors q(x) g(x) =f(x). Prenant la dérivée des deux membres,
g(x

g'(¥) g(x) +q(x) g'(x) =f'(X). Substituong|(x) : q'(X) g(X) +§(%g'(x) =f(x). Multiplions parg(x) :
q'(¥) g°9 + () g'(¥) =1 '(x) g(x). Soustrayons(x) g'(x) : q 09 g°(9 =1 '(x) g(x) —f(x) g'(X). Multiplions par

l'inverse du carré dg(x) : q'(X) = [f ') gx) —f(x) g (x)] ) Utilisons I'écriture du déterminant :

f'() g'(¥)
f) 909 |

1

Q(X):%
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1 (09K
g | K 9()
La formule de Taylor

- —Kg®X

Note : cas particulier : le numérateur est constgifx) = 200
(X

La dérivée de" estn X' L.
Celle deb — xest—l

d g _an=
Onadx(b X

d _ n-
e IGEE AR CRE B LICES

On sait que la dérivée d'une multiplication de fimres est(;j—X [f() 9(¥)] =g—)f(g(x) +1(x) %)%

On sait quefb u(x) dx = u(b) —u(a) qu'on a coutume d'écrifa(x)| 2

a

Ona doncfb d [f09 g(x)] dx =] f(x) g(x)| donc| f(x) g(x)| b f”df g(x) dx+fbf(x)_9dxdonc

fbf(x) ag dx = | f(x) g(x)| g—fbdf g(x) dx| qui est la formule d'intégration par parties. @uitpcrire

fbf(x) (dérivée dag) dx = |f() 99| 2 fb (dérivée dd) - g(x) dx.

Si on prend(x) = lan-iéme dérivée da(x), écriteu™(x), etg(x) = (b — ", ladérivée dé est lan + 1 éme
dérivée day, écriteu " (x) et ladérivée dey est— (k + 1) b — ¥“donc on trouve

L2709+ [0) €+ 03T k= [u09 (0 -3 | 3= (2" - (0 -3

a a

On sort les constante$-1) (k + 1) fbu(”)(x) (b =R dx =] u™() (b — %< 2_ fb UM () - (b — X tdx.

[ UM (b= 9] 2=u(b) (b - B**  ~u@) (b - 3" = —u(a) (b — 3"
Conclusion 1-1) (k + 1) fbu(”)(x) -(b=Xdx=-u"@) (b—3"* - fb u™* %) - (b —X*" *dx donc

S0 - 0= = ) (0 -3 e (U - o
Initiation

— 1) __ O+l (1 + 1), 0+1
Cask=0etn=1: fu (x) - (b - >9dx- u Ya) (b-2a O+1fu () - (b —X° " dx

f”(derlvee dai) dx=u®(@) (b — g + f (x) (b — % dx donc
u(b) —u(@) =u®@) (b — 9 + f u@(x) - (b — % dx doncu(b) = u(@) +u(a) (b — 3 + f u@(x) - (b — X dx.

Pour écrire l'intégrale de sorte qu'on puisse gpplil'al.4 ave& = 1 etn = 2, écrivons- Iaf Ax) - (b—N*
a

: 1 @ 1+1 1 b, (2+1) 1+1 :
dx, ce qui donne—u*“/(a) (b — ——(Pu X) - (b — dx soit
quidonne-_. U%@) (0~ 9"+ -7 (P9 - (0

%u(z)(a) (b-3*+ %f*’ u®(x) - (b — %? dx. Intégrée dans la formule de l'al.5 :

a

u(b) = u(a) +u®(a) (b — 9 +% u@@) (b — 92 + % fb u9x) - (b — %2 dx.

a

Pour deviner la formule récurrente, on recommencdistégrale, ce qui donrde= 2,n = 3 et

L9 (09 de= U@ (097 U0 o

a

= % u®¥@) (b - a° +%fb u¥(x) - (b — %* dx. Intégrée dans la formule de I'al.6

a

u(b) =u(@) +u®@) (b - 9 +% u@@) (b -7+ 12{% u3@) (b-3° +:_13 fb u9K) - (b —%° dx} Le

développement donne deux multiplicatit%‘par% qui donnezxi3 =%, ce qui induit la tentation d'introduire

les factorielles particulieres 0! =1, 1 | = 12eff= 2 ;
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u(b) =55 u(0)(<’:l)+ u@) (b -9’ +—U @) (b -9+ = u(3(?:1)('0 3’ +3 f U9 - (b =% dx.

Hypothése u(b):iklu (@) (b — g+ [résidu] avec [reS|du]-1 f U () - (b — ¥ dx.

k=0 a

C'est la formule de Taylor.
Hérédité: on reprend I'intégralefbu(””)(x) (b =X"dx, lue commefbf(x) - (dérivée dg) dx devenue
fbu(” 1y - (dérivée dei— b-3" 1) dx égale &

a

O Gt i

f(denveedeu("”(x)) 1 (b X" dx égale a

1 |u ) (b %"+ 2 " _Tl fab (dérivée das"* D(x)) (1) (b — Q""" dx.

n+1
On trouve le coeff|C|eml— 1 __ 6t le terme entre barre€ " 5(b) (b—B™* 1 —u"*Ya) (b—g"**
n+i (n+ 1) !
donc la formulez u¥@ (b-9" +——u"* V@) b-9"" = Z 1 u®() (b — 9 et on retrouve

ook ! (n+ 1) 1 k!
l'analogue de la formule de I'al. XX

u(b) = :z:kll u®(a) (b — 9 + [résidu] avec [résidu] Zl—l)'f U@ D N - (b — Q™ .

Le résidu permet d'estimer la limite extréme dedla de calcul si on le néglige. Imaginons quepeints de

coordonnéeé NG +X1)(X)) soit tous dans un rectangle de hauddur moum = infu®*Y(x 0 [a, b]) et

M = supu™*P(x O [a, b]) alorsm< u"*Y(x) <M donnem (b — X"<u™*I(x) - (b —Y"<M (b — Y".
Commea<x<b,onaa-b<x-b<0doncO<b-x<b-adoncO<(b-X"<(b-3"eta—x<0<b-x
donc 0< (b — X"

On a donc par transitivité des inégalités @"* (x) - (b — "< M (b — 3" et par intégration

Osfbu(””)(x) -(b—)@”dXSbe(b—a)“dxdonc Os[re3|du]< M (b 3"*Y.

Le logarithme népérien

Etymologie : le mot "logarithme" vient deL KwARISMI né dans l&warezm une province de I'empire arabe
du Vllle siécle : c’est donc le surnom d'un matfadicien perse de cette époque. Le mot "népérimmt de
NEPEROU NAPIER, mathématicien britannique du XVlle siécle.

Le logarithme dei est (figure 10a) I'aire de ABCD. Le nom de cei@irfe se lit en tournant dans le sens positif
comme en trigonométrie. Le logarithmedest l'aire de AEFD. Le nom de cette figure seditournant dans le
sens négatif comme en trigonométrie.

Exemples sur le figure 10a : I'aire jaune foncdeslstgarithme népérien de 4 écrit In 4. L'aire jaune clair est In

%. L'aire In 4 est positive alors que I'aire%lest négative.

Le logarithme de 1 est l'aire du rectangle apl&DA donc (formule 10a).

Sur la figure 10b on lit immédiateme%:% . On dit quela dérivée de la fonction logarithme est la

fonstion inverse

En conséquence, par cumul des variati H% dx=Inx-In1dou b% dx = Inx|.
1 1
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onadn@x) _din(ax) d@ax | , premiere dérivée eg]f)—( et la deuxiéme est la fonction constante égale a

dx d@ax dx
doncMr:an—x)- =% donc In & X et Inx ont la méme dérivée, donc difféerent d'une fonctionstante :

In (@ ¥ — Inx = K. En choisissant 1 powron trouve Ina — In 1 =K d'ou l'identificaatiorK = In a et on retient

[Inax=Ina+Inx|. Cest la propriété fondamentale du logarithme : iltransforme une multiplication en

addition.
Par récurrence on démontre quedn.(m) =Ina ... + Inm.

Cas particulier : sh est un entier naturgl |m"=nlInal.

Siq est le quotiena /b on aq b=a donc Inq b= Inadonc Ing = Ina— Inb donc| Ina/b = Ina— Inb].

La formule de l'al. 5 montre que sx @t x sont positifs d Inx est positif, donc quée logarithme est une
fonction uniformément croissante

Le logarithme croit uniformément de —o0 & + 0o quand son antécédent va de zéro aos.

¢ Soita > 1. Alors Ina > 0. Supposons tous les logarithmes majorés pegairunique : alors ils seraient bornés
supérieurement par un réd| et il existerait un entier naturiitel queN In a > M, donc tel que =& > M
(contradiction).

¢ Soita appartenant a l'intervalle J0, 1[. 1. Alorsdrk 0. Supposons tous les logarithmes minorés pa¢eln
unique : alors ils seraient bornés inférieuremeantym réem, et il existerait un entier naturiitel que

N In a <m, donc tel que I@" < m (contradiction).

Quelque soit le nombre réetlonnéy I'équation In x =y, a une solution unique En effet, quand croit de zéro

a +oo son logarithme croit deee a +oo strictement et uniformément.

Il existe alors deux logarithmes #net Inb encadrant Iry donc en vertu du théoréme des valeurs intermégiair
un Inx exactement égalyaet, parce que la croissance du logarithme esbumé et stricte, unique.

Cas particulier : I'équation d'inconnee: |Ine=1| a une solution unique. Ce nombre est appeiée
népérienne des logarithmes

Autres logarithmes

Par définition,| Igx =Inx . Deux cas particuliers sont trés utilisés g lgouramment écrit Ig ou log pour les

Ina

calculs numériques et en chimie pour définir le pH log [concentration des ions” l#n mole/litre] et les lois
régissant les réactions en équilibre, etogr les développeurs en informatique.

X
llgaa= 1 et g a* = x]. En particulier log 10=n. La deuxiéme formule vient de,lg* =na _xIna

Ina Ina’

Les exponentielles
Généralisation de la notion de puissancesia etx sont deux réels, alors I'équation d'inconpuény =x In a

a une solution unigue. Par analogie avec le formaléal. 9y sera écrig*. On a don¢ hy=xlna = y= aX|.

Cas particulier : sh = ealors| Iny=X = y= ex|.

La fonction ensemble des couplas &) est appeléexponentielle de basa. La fonction ensemble des couples
(x, €) est appeléexponentielle ses images* sont aussi écrites exp .

Avec les définitions précédentels, In expy| et| exp Inx =x].

Conséquence : exp ¥n= exp & In a) donne & = exp & In a)|.

sa dérivée sont confondues
Parce que Inexp=aetIn expb =bon aIn (ex@m x expb) =In expa+ Inexpb=a+bet
In (expa x exphb) =a + b donne expa x expb = exp @& + b) doncun produit d'exponentielles est

I'exponentielle d'une somme | exp@ + b) = expa expb].
Cette propriété justifie le nom d'exponentielle W@ la fonction ensemble des couplesexpx).

Parce que In ex@(X) = In expax =ax et In (expx) = a In expx = a x, par identificatior] expax) = (expx)?].

Dérivée de I'exponentielle de base Soientx = Iny. Alors expx =y donc

dliny :idy = dXx :$ dexpx = expxdx=d expx = |expx :d_Z))((I% doncl'exponentielle de base et

sa dérivée sont confondues
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23.

24.

Intégrale d'une exponentielle: parce quefbd%(m dx = expb — expa, on retient

fbexpxdx= expb —

a

expal.

Exponentielle d'une fonction: %( expf(x) = d expf(x) di(x)

df(x)  dx

d
dx

expf(x) =$ . expf(¥)|.

On en déduit l'intégral

df -
™ expf(x) et on retient

e effb) —expf(a) = L b% expf(x) dx|.
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Equations différentielles du premier ordre
Par définition ce sont des équations dont les inaea ne sont plus de simples nombres, mais desdoagc

c'est-a-dire des ensembles de cou(»kesf(x)) dans lesquels chaque antécédent n'a qu'une seage.i
Vocabulaire résoudre une équation différentielle s'appelle l'itégrer.

Exemple: la résolution d% = 0 dont I'inconnue est la fonctibnDans chaque intervalle de longuexroth a d,

en tant que variation desur cet intervalle, nul :fd= 0 k. En conséquencéest une fonction constante.

Les solutions d% = 0 sont toutes les fonctions constar)tes.

Soient deux fonctionketg qui ont méme dérivée : la dérivée de la différedreat la différence des dérivées, on
a% (f— g = 0 donc la différencké— gest une fonction constantdeux fonctions de méme dérivée different

d'une fonction constante
Equation monéme: soit & résoudrgf—( =a X. D'une part on sait que la dérivéekdé * est o + 1)k X' et

d'autre part les solutions différent entre ellemeé'fonction constante ensemble des couple€). On procede
par identification a doit étre égal an(+ 1) k et une algebre donre= %1. On conclut que les solutions sont
n

les fonctiond(x) =—3— x"*1 + C : | Les solutions a8l =2 ¥ sont les2_x"* 1+ .
n+1 dx n+1
Equation %( =a f(x) : une division paf(x) donne—f(l) %( =a. A gauche on reconnait la dérivée dé(kp et a
X

droite celle dea x: les deux fonctions If{x) eta x difféerent d'une fonction constante ensemble deples
(x,C) qu'on va appelel : Inf(x) =a x+ C. On prend l'exponentielle des deux membrfég = exp & x+ C) ou
encoref(X) = exp @ X - expC.

Note : six est nul, il restd(0) = expC qui est strictement positive, donc on retient :

Les solutions d% =a f(x) sont les(0) - expf(x) ouf(0) est une valeur strictement positive quelconque
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Fonctions trigopnométriques
On sait que c@x + sirf x = 1. On allége les écritures en renomnwaatfonction cosinus etla fonction sinus :
M+ (=1
Ici, x est la longueur d'un arc du cercle trigonométrkqunon les coordonnées d'un point de ce cerclssifast-
il sage de la renommeet écrirec? (1) + < (1) =

z— dc 25ds 0. On allége les écritures en renomntaets' les dérivéesc ¢’ +s$=0. Les

En dérivant ; d d

deux fléches de coordonn<e§> et(i) sont orthogonales.

La longueur dd'un arc du cercle trigopnométrique est assimilatdél est assez petit — a une petite corde, un
petit segment de droite sur lequel on appliquédertéme de Pythagoré’d d + dy’ = dc® + ds’ donc

d di
identifier.
Vu l'orthogonalité précedente, on peut donc écrirecosl ; s = sinl ; ¢' = cos [+ 12) ets' = sin ( + 172).
Pour connaitre le signe, il suffit de se souven& quand augmente deld partir de la valeur zéro, le sinus
augmente et le cosinus diminue, donc
[c'(l = 0) = cos(z 72)] dI <0 et[s'(l =0) =sin(x 12)] dI >0, ce qui n'est possible que si le signe deménest
+. La conclusion est qu& = cos [+ 172) ets'= sin { + 172) :

2 L . : R
(dc) (d_s) et on retrouve 1 5'2 + s'2. Les deux dérivées recherchées sont cosinustet dinn angle &

%cosl =cos (+12) etgI sinl = sin ( + 172)|. Dériver une fonction sinus ou cosinus consiste aajter 172
a son argument
‘ () g'()
f(xX X
atar = sinl dont le modéle esELl de dériv eeM, ce qui donne
cosl g°(x)
1 sin ( +12) cos( +12)| _| cosl — sinl , 1 . 1 5mZ|
e sin| cos| sinl cos| |- Le résultat esé()? (cog| +sirfl) = —z7ou 1+ o2
soit 1 + taAl. On retient %tanl —§ 1+tarfl|.

Trigonométrie d'une fonction. On a

On adx sinl(x) = %& %()-Q sin (I +172) -%)—Qet par analogied— cosl(x) = cos (I +172) -J—ldl X Le

méme raisonnement avec la tangente d%nenl(x) = J)—()- ou encore (1 + t&mh) J)—Q . On retient :

co§|(x)
d—dxsinl(x):sin (|+n72)%, %cosl(x)—cos(HTVZ) di et
d dix) — dix
OIXtanI(x) oszl(x) ™ (1 + tadl) vl

Equations différentielles du deuxiéme ordre
Ce sont des équations différentielle contenant amsrune dérivée du deuxiéme ordre.

o’f

Equation Y +af(x) = 0 avea > 0. On multiplie par la dérivée premlerg——+ a—f(x) = 0. On renommé
" la dérivée— gf dans le premier terméj—f 'X) + a df f(x) = 0. On multiplie par 1/21df f'(x) += 1 a df f(x) =

On sait que la dérivée d&x) est 2 f(x) donc par analogie que%—f '(x) est celle dé'%(x). Le membre de

gauche de I'équation énoncée est donc la dériveE’@e + a f%(x) et sa nullité montre que cette quantité est une

fonction constant€.
CommeC est de signe positif, donc peut étre écrite conermiré d'un nombre réel poskif: f ' %(x) +a f%(x) =
K2 Commea aussi est le carré d'un réel poghiff ' (x) + A% f %(x) = K.
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. E 2 p2 . f: 2 A 2 . ' af . . R
Vu la regle(q) =az on dédun(R) + (?[) =1, ce qui montre qu% et? sont cosinus et sinus d'un méme

f Af

anglel :—I = cosl et~ = sinl.

K K
Ici, | est une certaine fonction de par dérivatio AKf :% % =cosl - I'(X) :% I'(x). L'équation
ATf' :f—KI I'(x) donneA =1'(x) dont la solution générale dét) = A x+ B ouB est une fonction constante.

Conclusion %c = sin @A x+ B) donnef(x) :§sin (A x+ B). ici, % peut étre lu comme l'amplitudked'une

fonction sinusoidal&x) = F sin (A x+ B). On a par identificatioA =\/E\ et on retient que

... la solution générale de I‘équatigg +af(x) = 0 esff(x) = F sin (\/5 X+ B)

[... oUF est une constante positive nomnaéeplitude .




