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801- L'énergie

1. RichardFeynman(prix Nobel de physique, 1965), dans le tome $afecours de Mécanique979,a
écrit"L'énergie nous apparait sous un trés grand nombridaes différentes, et il existe une formule pour
chacune. Ce sont : I'énergie gravitationnelle, éégie cinétique, I'énergie thermique, I'énergiesfigue,
I'énergie électrique, I'énergie chimique, I'énerdierayonnement, I'énergie nucléaire, I'énergierdesse.
Il est important de se rendre compte que dans {aiglie d'aujourd’'hui, nous n'avons aucune connaissa
de ce qu'est I'énerdie

2. Avant de parler d'énergie, il faut définir de qaesemble d'objets nous parlons :
on appellesysteme physiqueu pour faire plus couslystémeun ensemble donné de corps.
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. Ce systéme, a un instant donné, posséde de I'énargiparle alors d'énergie stockée.
. Ce systéme échange avec son environnement degién@n parle alors d'énergie transférée.

Les paragraphes précédente montre la nécessitassercles formes sous lesquelles I'énergie pésteex
. Ce classement peut étre défini en se posant deti@pngedont la réponse est oui ou non.

. Cette énergie est-elle cinétique, potentielle, gitce un travail non conservatif ?

Cette énergie est-elle d'origine interne au systéumexterne ?

Les corps et leurs mouvements sont-ils macroscepiqu microscopiques ?

10.Le seuil de taille des corps est la visibilité aignmscope optique.
11.L'ensemble de réponses possibles est exposé datdau ci-dessous. En rouge sont les énergisséda
dans le domaine de la thermodynamique.

p

Nature Qualités Manifestations
Cinétique Interne Micro ('Z\haleur -
Macro Courants de matiére, mouvement des solides
Micro | Cohésion de la matiere, forces entre ions ou @rtrgrons et noyaux, forces nucléaires faible e fi
Interne
Macro Forces entre parties électrisées ou aimadtéesrps
Potentielle
Micro Mouillage du corps par son environnement
Externe
Macro Forces entre corps électrisé ou aimantéreesvironnement
Micro Effet Joule, conduction de la chaleur
Interne
Macro Frottements internes
Travaux non
conservatifs Micro Rayonnement de la chaleur entre le systéme etradroenement
Externe
Macro Pression et frottements du corps sur sorr@mvement.
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802 La calorie

La température était initialement une sensatioarefié du "chaud” et du "froid". Mais elle n'essfd@ble.
Parce que notre corps est trompé par les changsmeneémpérature : une personne vivant dans umftlim
hivernal trés froid (-25 °C) arrive dans un réfraféur réglé a -18 °C a la sensation d'étre "audha
Il a été necessaire de trouver une grandeur mdseuate longueur, une tension électrique par exempl
strictement croissante avec la température, c'd#eaun thermometre.
Mais sa graduation exige une convention numeérique geux températures dites de référence. De pétis
référence devait étre facile a trouver dans lacwigrante de I'époque.
Définition du degré FARENHEIT (1724) :
zéro est la température de fusion d’'un mélange ¥blume égal de chlorure d'ammonium et d’eau.
96 est température du sang d'un cheval. En effetavait alors que la température interne d'ammifére
reste stable pendant toute sa vie et est la mémet@as les individus d'une méme espéce.
Par exemple avec cette échelle (table 2a) :

e Laglace fond alors a 32 ° Farenheit.

e L'eau bout & 212 ° Farenheit.

. Définition du degré centigrade(CELSIUS, 1742)

Zéro Celcius = fusion de la glace.
100 Celcius = vapeur au-dessus de I'eau bouillante.
La table 2a permet d'établir les formules de caiver
Description des premiers thermometres
(Figure 2a) :
Les température de référence de Celcius sont
pour le zéro I'eau liquide environnant des gladondants,
pour le 100 la vapeur au-dessus de l'eau bouillante
(Figure 2b) : c'est un thermomeétre gradué seloddes conventions.
(Figure 2c¢) : La tension mesurée est proportiopriela différence entre les températures J1 et J2.

. Définition ancienne de la calorie

Elle fut inventée a une époque ou nul n‘avait léndre idée sur la nature de la chaleur. Aussi piérat-on
comme pour les températures : choisir comme référane matiere trés répandue (I'eau) et des consliti
physiques faciles a mettre en ceuvre (I'eau sogiada I'hiver & des températures ambiantes négatate
liquide et sa température reste stable a +4 °CroB®ortement est trés rare chez les liquides ¢oconnait
gue I'ammoniaque) et est la raison de la préseadz de dans des climats trés froids (la "tempegeaties
poissons”). La table 2c (qui n'est pas une propayxplique le concept.

Exemple de calcul : chauffage d'une piscine de déio@s 20m 10m 15m de 18°C a 60°C.

Sachant la masse volumique de I'eau (table 1)emare le volume de la piscine est

V=20mx 10mx 15m = 20x 10dm x 10x 10dm x 15x 10dm = 3 000 000 = 3 10° dm®,

nous avonsn = 1000kg - m®x 3x 10° m*= 10° kg,

doncQ = 1000cal kg™ - °C™* x 3x 10° kg x (60°C - 18°C) = 1,26x 10" cal.

La grandeur de ce nombre (12,6 milliards) montre lgLcalorie est une unité treés petite. D'ou I'asag

fréquent de l&ilocalorie (kcal).

10. Il faudra attendre I'étude des "gaz parfaits” [§iaur concevoir I'existence d'une température nmeife

universelle et la mesurer (- 273,15) et définir unegempérature absolue(unité : leKelvin, symboleK).
La formule de conversion e8tenK) =0(en°C) + 273,15.



o Celsi
Farenheit| Celsius Cechelle Celow's
212-32| 100-(Q o es.d =
O — 32 6c—0 oint Il:;:es e
Table 2a / S 2 100 T
/
v 100 T
el
glace fondante
Fig 2a
F C
120 50
100 40
80 30
20
60
10
40
32 0
20 10
0 20 1y
20 30 Fe
! A Cu | 2
40 40
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Fe -
Voltmétre el
\13) Glace fondante
Eau liquide a +4°C| Fig 2¢
Masse | Volume Fe = fil de fer,
(kg) (m°) C = fil de carbone,
1000 1 J, et 3 = jonctions entre fer et carbone
m Vv Cu = fil de cuivre
Table 2b HI et LO = bornes de contact
J; et J = contacts
Masse d'ealk§) Variation de températuréQ) Calories €al)
1 1 1000
1 0 -6, 1000 @ - 6,)
m 0 -6, 1000m (6 — 6,)
Table 2c :

définition de la calorie



803- L'électricité, la chimie et le magnétisme

. L'effet chimique se manifeste dans les électrolgseu
. Le plus ancien connu est celui de I'eau (figure 3a)
Ce montage est désigné par le code d'écriture
(matiere de I'anode) / solution / (matiére de thade).
Les électrodes sont en platine (qui ne réagit pas k& solution) de symbole chimique Pt.
La solution (qu'on appelle électrolyte) est dedade aqueuse de formule chimique NaOH ou de l'acide
sulfuriqgue aqueux de formule chimique3®,. Elle est codée (NaOR)ou (H:SOy)qq
Le mot "aqueux" signifie "dissous dans l'eau".
Le code désignant I'électrolyseur est donc Pt/(Na@t ou Pt/ (HSOy).{Pt.

. On connait de nombreux types d'électrolyseurs apgds trés variés. Montés en série (fig. 3b), ils
démontrent une loi fondamentale : toutes les mastsesis les volumes apparus a la surface ou adesur
électrodes obéissent a une et une seule propodiien,électrolyseur soit monté seul ou dans urie.sé
Coulomb avait proposé que toutes ces grandeuenéfaioportionnelles a une seule grandeur caratitgre
électrique, la méme quelque soit les électrolyseulsur nombre en série, nommée "quantité d'ééelt ou
"charge électrique qui passe" (table 18a et 18b).

. Les chercheurs devaient donc convenir de choisélectrolyseur de référence pour définir une udéé
charge. lls n'y parvinrent pas. L'électrolyseuplles fiable et le plus robuste était Ag / (AgNQQ/ Ag.

Ag est I'élément chimique argent, AghEst le nitrate d'argent. Ce sera Joule (804) mgsa la définition
actuelle du Coulomb.

. Coulomb définit aussi le courant constant comnprdgortionnalité de la charge qui passe avec lpsem
(table 4c).

L'électricité et le magnétisme

. En 1818 Oersted cherchait comment mettre en évidienmodification physique de I'espace autour des
courants électriques. C'est pourquoi il eut l'idéme aiguille aimantée placée sous un fil conduicte
préalablement orienté du sud au nord magnétiquesstees et constata son changement d'orientation a
passage du courant : initialement paralléle afefilrouge), elle prend une autre orientation. &atfé du

vecteurEm est proportionnelle a l'intensité du courant ¢iqae.

Tout se passe (table 3d) comme si la longBgude la fleche bleue étsont proportionnels. Le coefficiefit
dépend du choix de l'aiguille et de la distancel@sgpare du fil, ce qui donne toute une gamme
d'instruments de mesure de l'intensité nommés edifauamperemetres



0y
9 Fig. 3a: électrolyse de I'eau
g.
Y ® Charge électrique Anode | Cathode
g qui passe
P q M mc Masse
A 1 Ma Mc (Référence)
Table 18a
Notion de quantité d'électricité
Charge électrique Anode | Cathods
qui passe
q Va Ve Volume
Anode 1 Va Ve (Référence)
| Tables 3b : définition selon Coulomb des charges
électriques qui passent
Charge qui | Temps
passe
1l 1
q t
Table 4c : définition de
l'intensitél du courant
électrique constant selon
Coulomt
Al/El/C1 A2/E2/C2 |—--ao-- — An/En/Cn
— BATTERIE +

Fig 3b : électrolyseurs montés en série

Nord terrestre

Sud
terrestre

Mesure dé

Champ Intensité au IL
magnétiquel sens de Coulom
Bri 1
B |

Table 4d : principe de la
"boussole a la tangente”




804- L'électricité, le travail et la chaleur

. James PrescotblLE était d'abord un chimiste, particulierement inréééepar les chaleurs dégagée par les
réactions chimiques. Il a étendu ses investigatolédectricité puis a la mécanique. Voici troessks
expériences fondamentales et les conclusionsegqual tirées. Son idée directrice était que le tkdiénergie
cinétique, la chaleur et I'électricité sont tous d®nifestations de la consommation d'une quaddité
guelgque chose qu'on appellera plus tard énergie.

. La figure 4a montre son premier centre d'intél@tchaleur dégagée dans les conducteurs électriques
traversés par un courant. L'intuition initiale &tai
1- sion double l'intensité en conservant la tensleatéque et le temps de I'expérience alors la tiidade
chaleur dégagée doublera.
2- sion triple la tension électrique en conservamielhsité et le temps de I'expérience alors la tiidate
chaleur dégagée triplera.
3- sion quadruple le temps de I'expérience en coasela tension électrique et l'intensité alors la
guantité de chaleur dégagée quadruplera.
Ces trois réflexion suggérérent une loi du genre
chaleur dégagée = tensiriintensitéx temps.
D'ou le formuleU | t qu'il avait testée (fig. 4b).

Les figures 4c et 4d montre son deuxiéme centngédst : le travail fourni par les moteurs éleatds.

. A la suite de ces premiers résultats ont émergg idiées.

1° Définir une fois pour toutes I'unité deui rend la constante égale a 1, et ce serAmpere (symboleA).
2° Monter des expériences établissant directersans passer par I'électricité, le lien direct emmtreail et

chaleur (figure 4e et 4f). En effet la comparaides formules donnm g h=a U I t :% Q. La constantd =

9 semblait valoir entra 4 et 5.

. Joule passa une bonne partie de sa carriére dehelersur ce théme. En effet, d'importentes diftiésu
techniques contrariérent les travaux : ce sonudancpppelle aujourd'hui les pertes d'énergie eRample,
- les moteurs ne commencent a tourner gl lsiépasse un seuil, donc il faut du temps pour qu'il
démarre donc une perte de quanltitét qui n'est pas converti en travail.

- De méme l'expérience de la figure 4a montre quecmnducteur électrique dégage de la chaleur quand

le courant le traverse, donc que dans le moteutogune une autre partie de quantitét n'est pas
converti en travail.

- Les matieres constituant le mtériel des caloringédéehangent de la chaleur avec I'eau qu'ils
contiennent, et qu'il a fallu mesurer.

- Enfin, aucune paroi de calorimétre n'est parfdiémtement, de la chaleur s'échappe et il a fabsurer
les partes de chaleur des calorimétre pour chilepertes de quantité| t.

. Conclusion : vers 1848, la communauté scientifigdmnit une équivalence entre travail et chaleurg é&ve
systeme d'unité d'aujourd’hui : tempsselongueurs em, masses ekg, tension électrique e, intensité
électrique erA et travail enl. Le coefficient) de la table de proportion 4a est aujourd’hui estm

[J = 4,18399538 cal*| (formule 4a).
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moteur Mesure
|:| del
@
N
I ] Mesure Q
deU -

Conducteur
électrique
chauffant

déplacemerit
=h

Isolant thermique
(ralentit trés fortement
I'entrée ou la sortie de
la chaleur)

Agitateur lent
eau

Fig. 4a

But de la recherche : établir la loi
naturelleQ =f(U,I, t),

la fonctionf étant a deviner.

—1 Moteur électrique

Mesure
deU

Horloge

CV) batterie

Charge de masse totae(masses
marquées + masse du plateau
L préalablement tarée)

o g Calories| Joules
Fig. 4c 1 J
But de la recherche : établir la loi Q W
naturelle Table 4a
2 Whon cons= (U1, ), Conversion entre
la fonctionf étant a deviner. Joules et calories
Tambour
]
O @
" Poulie
]
= -
eSS y . ~—
:>: Lames fixées sur la paroi hauteur sur plusieurs
:3: Agi h étages d'une cage
eaLF: gitateur d'escalier d'immeuble
Fig 4e
But de la recherche : établir la loi |ﬂ|
naturelle
Q=f(U,l,1), Le travail est ici celui

la fonctionf étant a deviner.

du poidsW =mgh

Exploitation des résulte

¥

Fig. 4b

Modéle mathématique test®:=3 U | t ouf

est une constante.

Unités de I'époqueQ encalories U enVolts,

t ensecondest!| enunité provisoire (par
exemple en mg d'argent déposé sur la cathode
d'un électrolyseur Ag/AgglueutAg par

seconde)

Exploitation des résulte

mgt
o
o
9
<o
Ult
&
Fig. 4d

Modéle mathématique testén:g h=a U | t ou

o est une constante.

Unités de I'époqueU enVolts, t ensecondes
menkg, g enm s?, h enm etl enunité

provisoire (par exemple en mg d'argent déposé
sur la cathode d'un électrolyseur
Ag/AgClaguentAQ)

Exploitationdes résulta

m gh

&

Fig 4f

Modéle mathématique testén:g h=J Q.
Unités de I'époquet:ensecondesmen

kg, g enm s h enm, doncW=m g hen
Joules, symbolel, Q encalorieset| en
Ampéres, désormais définie. La valeur de
J est alors 4180 cal™.
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805- L'énergie et les unités en électricité

. Le refus d'accompagner les valeurs chiffrées dasdgrurs par leur unité dans les applications nguési
des lois de la physique est une erreur. Par exeimpleg une vitesse constante la forrTMIe% appliquée

avec les valeurs = 50m ett = 4sdonne le calcuV/ =50—Sm =50m _ 12,5%.

Bien entendu, pas question d'écrire les unités anfermules littérales commeé= %et les enfants

comprennent tous spontanément les risques de éomfus

L'écriture en "grasses" les unités est justifiélpdait que dans les calculs numériques les graisdeuent le
réle des vecteurs unitaires dans les espaces idstdes nombres jouant celle des coordonnéepjeetes
unités comme les vecteurs peuvent faire I'objgtéations au méme titre que les nombres (théorabbwil
tensoriel).

. Les conversions

Les conversions d'unité et sous-unités sont souegdes par les enfants. Sauf chez mes élévessogyeije
leur avais recommandé de dresser des tableawogdertion (8XX). Par exemple pour convertir 5240fh
enm on dresse le tableau 5a en se posant la questombien denm dans Im ?".

De méme, convertir 1000 calories en Joules dontebleau 5f donc le résultat

[W=J Qavec] = 4,18399538 J cdl, soit W = 4183,99538).

L'Ampére

. Le Volt était aux débuts de I'électricité le pounvdiuin élément de pile de Volta (figure 5a) de neeth
mouvement le fluide électrique, a une époque olnteul connaissait la nature. Nous savons que cette
définition ne concerne que les piles avant quigdleommence son effet, ce qu'on appelferee
électromotrice.

. L'expérimentation des piles montra l'indépendamteeda force électromotrice mesurée, les dimerssies
piéces et le volume ou la concentration de |'éyte, mais aussi la dépendance par rapport atlaena
chimique de celui-ci et des électrodes.

. Al'époque de Joule, il y avait pratiquement uniééuthe charge et une unité d'intensité par électenlr
(805). Joule était contraint d'en choisir une coméférence, donc ses résultats pour les effets mca et
thermique (804) de I'électricité pourraient étrésantés par le tableau 5c ci-contre. Les physidertette
époque s'étaient concertés pour convenir un chonitd pour tel que sW est enJoules U enVolts ett en
secondeslorsK vaut exactement 1, et que cette unité fut appefiégere.

L'électron-Volt

. Laloi de Coulomb est en fait une définition dearemts constants (I'adjectif "continu" habituel est
incorrect). La table 10 donne la IQi= | t qui permet de définir IEoulomb a partir de Ampeére et de la
seconde

Jointe a la loi de Joule cela donve= U Q (table 20e). Une application chiffrée avec legésmontre que
le Joule est la multiplication dolt par leCoulomb.

Si on diton appelle electron-Volt le travail subi par un@len traversant une tension de 1 Vakla donne
immédiatement
W=1,6 - 10 *Coulombx 1 Volt = 1,6 - 10 **Joule d'oui le tableau de conversion 20f.
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Table 5a
Conversion
d'unités

Charge
qui
passe

Temps

Q

t

1l

1

Joules

w Ult

K 1

Table5b
Définition de
l'intensité
électrique

Joules

Table 5¢
Définition de
I'Ampére

cal | J
Q | W
1 J
Table 5f
Chaleur et
travail

Q

Ult

L

1

Charge
qui Travail
passe
Q w
K 1U
Table 5d
Définition du
Coulomb

Table 5e Chaleur
et électricité

Conversion entre e-Volts et Joules

e-Volts Joules
1 16-10%
0,625 - 10 1
Table 59

__-- électrolyte (acide sulfurique aque

Fig. 5a : élément

de pile de Volta
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§06- Le voltmetre de Thomson
Principe : c'est un condensateur dont une armasirtixe et I'autre mobile (elle peut tourner) srsfue a un fil
de torsion fin et conducteur. Un dispositif de patjon optique donne une image sur un écran dont le
déplacement est proportionnel a la tension élaarigesurée.

.

(contact de mes

(contact commun

: l'appareil dans
—  son boitier sans ses

(

équipements
v LL |
v Ecran (souvent
B + sur le mur du
A P laboratoire)  |mage projetée de
T ZL“ la fente
! Q.
E A >
R * Régle
[ graduée
E Miroir %

Fig. 6b : I'appareil sans
son botitier et avec ses
équipements

*

LentilIe@
“

Fig 6g -
Symbole du voltmetre Fente .

Projecteur

Crédit de la fig 6a :
https://lwww.google.fr/search?q=gravure+%C3%A9lanti¥aC3%A8tre+thomson&tbm=isch&tbo=ué&s
ource=univ&sa=X&ved=0ahUKEwjbuZG02uvbAhWIWRQKHSel AMDsAQIPQ&biw=1366&bih=61

1#imgdii=BgyprzKG37xDmM:&imgrc=p67VwTJ_wfyA7M:



Fig. 6¢ : réglage M
du zéro

Zéro

Fig. 6d : mesure
d'une tension
positive

+U

Zéro

Fig.6e : mesure
d'une tension
négative

Zéro

Etalonnage de l'appareil
1- En tournant la piéce au sommet, on place l'intigka fente au
centre de la regle graduée (fig. 21b).
2- On branche une batterie de force électromotaceueU Volts
(fig. Ann 4).
3- On trace un trait sous I'image de la fente ebl@me +U.
4- On branche la batterie dans l'autre sens (fitn 3).
5- On trace un trait sous I'image de la fente eblmme -U.
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Fig. 6f:
les parties électriques



La thermodynamique
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8§07 Nature de la chaleur

1. L'étude des systemes complexes en physique passedipar une décomposition en pensée en sous-
systémes ou parties assez petites et les mouvesrestecession de mouvements assez petits pousipouv
les considérer comme des corps en translationoSenpalors les quetions théoriques suivantes.

- L'ensemble de systémes peut-il étre n'importe guans les conditions précédentes, oui.

- Mais jusqu'a quelle échelle la taille des ditBtpesystémes peut aller ? Existe-t-il un seuikJes trés
petites échelles ? Oui, il existe un seuil : labiigé des parties du systéeme en mouvement arsdes
instruments optiques, les microscopes en particulie

2. On adopte le vocabulaire suivant :
estmacroscopiqueun mouvement visible directement ou a traversstriment d'optique,
estmicroscopiqueun mouvement non visible directement ou a trauarsistrument d'optique.

Au début du XIXe siécle deux écoles de physicigagit en concurrence slarnature de la chaleur

3. Un retour sur les débuts de la thermodynamique
A la fin du XVllle siécle, deux théories dominaiéas milieux scientifiques.

L'école latine, francaise en particulier, enseignait que la alvadst un fluide subtil (lealoriquede masse
volumique nulle) dont la quantité totale est tougoeonservée et s'écoulant spontanément du chasideve
froid. Un cause de chauffage (frottement ou réaatlimique ou encore courant électrique) étaité&sens
libérer du calorique parce que sa température dépadle de tout son environnement.
L'école anglo-saxonnesuivant I'idée générale qu'on recherche desatfans le plus universellement
applicables possibles, faisait de la chaleur urpeaticulier d'énergie mécanique. Mais comme |'olz®n
d'un corps immobile chaud ne montre pas plus devaroant visible que les mémes corps froids, les
mouvements expliquant la chaleur ne pouvaientdteed'amplitude trop petite pour pouvoir étre obser
directement ou a travers un dispositif optique c@mum microscope.

Le juge dans cette dispute a été I'expérimentation

4. En 1824 Sadi Carnot écrit « La production de tigyai une machine a feu est intimement liée awsprart
d'une certaine quantité de calorique du foyer &ngé¥ant ; [...] la chaleur n'engendre de puissamotrice
gu'a la condition de passer d'un corps chaud @psdroid » (réflexions sur la puissance motriaefeli).

5. Benjamin Thomson, comte dumford fut impressionné par le bouillonnement de I'eavefi®idissement
tant que dure l'alésage des flts de canon dessuaslieenandes Krupp. Il pressentit dés lors en 1§98
principe d'équivalence de I'énergie en observaptdduction de chaleur lors du forage des canons.

6. Davy, l'inventeur de la lampe de mineur utilisable s@ausger dans des zones grisoutées (1817), fit taemé
remarque quand on frotte I'un contre l'autre ddagans en 1799. Une conséquence prévisible détaith
latine de la chaleur est que la poursuite de Bajésles flits de canons ou le frottement entrecles glacons
finirait par devenirdiabatiques(sans dégagement de chaleur) par épuisementahince dans les zones
de contact, ce qui n'a jamais été observé.

7. Le biologiste britanniquBrown (figure 7c¢) observa au microscope dans des irmigsiqueuses fossiles
l'agitation désordonnés de squelettes de bact@oetes il y a plusieurs millions d'années, intet§piar
I'effet visible des collisions des molécules d'gadisibles parce que trop petites.

8. En mécanique, pour les mouvements autres queaiesidtions (toutes les parcelle du corps font
simultanément le méme déplacement), on divise asgeele corps en parcelles suffisamment petites et
pendant des temps assez courts pour pouvoir lesdgsar comme des parties de matiére en translation

9. Cette décomposition mentale peut aller jusqu'ots diempetites échelles de longueurs ? Jusqu'ameat®
Dans ce cas on franchirait le seuil entrenleroscopiquémouvements invisibles directement ou a travers un
dispositif optique) et lenacroscopiquele mouvement brownien donne une idée de cette écleeteuil :
en-dessous du micrométre

10.Enrichissement du classement des énergies
Outre le classement en travaux non conservatiésgés potentielles et énergies cinétiques, il fiser
chacune de ces classes en macroscopique et mipipseolLa formuletion mathématique du théoremeade |
conservation de I'énergie devient alors complexanet'a pas pris I'habitude de I'écrire.



Fig. 7a : lampe de slreté de Davy
pour les mineurs

Sens de |'eau

l'eau

> Arrivée de
< par le dessus

Zhaut - Zbas
(Tchaud - Tfroid)

Fig. 7d : analogie entre la
puissance motrice de I'eau et
du calorique

Coefficient de Carnot :
Travail =K (Tehaud— Ttroid)
analogue a

Travail =m g (Zhau— Zoad

Fig. 7b : Industrie de canons,
France, 1878

N

Niveau haut (source chaude)

Fig 7¢c

---- Niveau bas (source froide)

Znaut— zéro
(Tchaud_ ZéTO)

Niveau de la mer (zéro absolu)

Rendement maximal de Carnot :

Travail max =K (Tehaua— Ttoig) @nalogue a
Travail =m g(Znaut— Zbad

Travail
travail max mg (Znau— z€ro

Tchaud

Zhaut

= mg (Zhaut_ Zbi;:)_ = Zhaut_ Zbas (Tchaud_ Tfroid)
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808 Invention de I'entropie

Soit un systéme physique isolé dont les températlge parties sont variées (figure 8a).

Notion : unsystéme physique isol@'échange pas de chaleur avec son environnement.

Si un systéme est mentalement divisé en sous-sgstauméros 1, 2, .N alors son énergie interne
thermique a une variation nulle alors que chacunses parties en échange avec les autres :

dQ=dQ; +dQ; ... + dQy=0.

4. Nous savons que les températures des diversesgiaréivoluent toutes vers une température commune
limite T. Divisons les deux membres par cette température :

&+dgg__+d£_:o_
T T T

5. Nous savons aussi que cette tempérafiest quelque part entre la plus chaudeTges la plus froide. Nous
savons encore que les parties chaudes perdenttel&ur et que les froides en gagnent donc ladtemeut

S'écrire aussi
Z dﬁﬂ + Z‘.froidesdj.iﬂ =0

wn e

chaudes T
Quotients Quotients
négatifs positifs

6. Il est naturel de remplacer le diviseur commiypar les températures initiales puisque nous sonemek&but
du processus d'égalisation des températures. Nbass@our les parties froides le remplacemernt garT,

plus petit agmente l'importance du quotig_%l alors que pour les parties chaudes le rempladedednpar
T, plus grand diminue l'importance du quotig%ﬂ . A droite nous n'avons plus "= 0", mais0" :

7. > dQ + dQ = 0.
chaudes froides

8. Nous avons affaire a une nouvelle grandg&urommeéesntropie par G.AUSIUS dont la variation est définie

par(S: z%+ Z%: z%
chaudesT froides T partiesT
9. Par passage a la limite des parties aussi prochesldme nul qu'on veut, on passe de la sommatadiiale

(8XX) et on conclut ceci.

dQ est positive ou nulle

toutes les parties du systémTf

La variation de I'entropie du systed®@="

Cette expression est la description mathématiguérceversibilité de I'évolution spontanée des
températures d'un systéme isolé, en entendantgué" le fait que la quantité de chaleur qu'il e ne
varie pas.

10. Entropie de changement d'état : la chaleur écleapgéune matiére pure en changement d'état, tguiai
sous une pression donnée la température est comsatdQ =n L oun est le nombre de molesleta

chaleur spécifique (chaleur latente) de changeutiétet par unité de masse. On a dor&zdw_l_—l‘ .

11.Entropie de changement de température : la chalthangée par une matiere (pure ou non) est
proportionnelle a la masse et a la variation detaturedQ =n CdT donc &=n Cd—_lT donc

dS=n CdInT]|.



Température

°C

100 —

N

Fig 8a

L'échelle Celsius

100 T

o 0%0
glace fondante % ©

Pression atmosphérique

1 kg d'eau pure 3
D Vaporisation E

Condensation

Fusion

Solidification
< Quantité
de chaleur

41,8 kJ

>

335 kJ 419 kJ 2257 kJ 1,9 kd/kg.K
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809 Premier principe de la thermodynamique
1. La démonstration précédente peut étre recommengadiade I'hypothése d'une variation de la quénte
chaleur contenue dans le systéme. Nomm@hsette variation. Le systéme n'est plus isolé thguement

donc la premiere équation doit étre écrite corriggeette variation@ : Z dQi froides + Z dQ; chaudes= dQ.

2. La division par la température finaledonne alor9 dQ+“"des+ > dg'fl_h—a“des:dg :
3. La substitution du diviseur commdnpar les températures initiales augmentent le ttigaldeux sommes a
z dQ| froides | dQ| chaudes — dQ

=

| froides T| chaudes

gauche +€, reecrltz Q' d1(_3 + € oU € est une quantité positive.

4. Premier casdQ est algébriquement positif : alors on retrouvhaiaje croissance de l'entropie.
5. Deuxieme casdQ est algébriquement négatif : alors intervient suigtilité de raisonnement.

- Sid?Q est (au signe pres) moins important quaéorsdTQ + ¢ est algébriquement positif et on retrouve la i d

croissance de l'entropie.
d& . N . d o . . < . ~
- Si T est (au signe pres) plus important quzdorsg_l_ + € est algébriguement négatif et la I'entropie décroi

6. Conséquence : il existe un seuil en-dessous dunpgeVariation de la quantité de chaleur du systéme,
quelque soit son signde laisse soumis a la loi de croissance dedpig, ce qu'on appelle en
thermodynamique uprocessus réversible

7. Considérons maintenant I'énergie intethdu systeme. En physique lorsque deux grandeuts son
dépendantes I'une de l'autre, en-dessous d'urincsetail, les petites variations sont assimilablasmme
proportionnelles (§M01). Supposons donc I'énengfierne et I'entropie physiquement reliés. Le ppeci
général précédent donne une loi du geide K duU.

8. Considérons une situation dans laquelle I'énengérie du systéme ne varie que si I'environnermemig vce
gu'on appelle un systémeasi-isolé
1- Au début du processus, I'énergie interne ablest
2- Un petit changement se produit dans I'enviromer@ du systéme.

3- Le systeme réagit : dans quelle mesure somy@niaterne et son entropie vont-elles varier ?
9. Imaginons deux petits changements de sens oppasd'eiavironnement, nommés €t C.
10.Alors les deux variations correspondantes de k#aénterne AU et dU sont de signe algébrique opposé.

11.Premiére situation: $ est en-dessous du sewil alors les changement$ & C sont sans effet sur

I'entropie ou induisent une croissance de cell®ans la formule de la ligne 7, la seule valeuraguivienne
pourk est zéro, donc tout se passe comme si I'énergimvarie alors que I'entropie reste fixe, cemu’
écrit symboliquementld = (dU)s. Si on veut exprimer les effets des variationsdés grandeurg ayant une
incidence sur celle de I'énergie interne, aloreBes-ci sont assez petites (§M01) on admet qus kffets

sont proportionnels, ce qu'on écritd = > X; dx;.

|
12.Cette situation est appelée d'apres la ligpeo6essus réversible
13.Deuxieme situation d$ est au-dessus du sewil alors le raisonnement précédent est inapplicadlieut

donc corriger la formule précédente des effetd'&nergie de la variation I'entropie et écrire
du =3 X dx +KdS

14.Cette situation est appelpeocessus irréversible
15.Mais d'apres Causius le coefficient multiplicateur deSlest la température, dontde Y X; dx; + T dS.

16.En thermodynamique, la grandegimtervenant le plus fréquemment est le volufraes corps. Or le travail
d'une force pressante esP#lV le signe dépendant du contexte physique du caloubkait par expérience
(brusque compression ou brusque détente d'un gaz)'¢nergie interne du systéme diminue pendant les
dilatations (augmentation du volume) donc le sigsiemoins et on retientUd=TdS—P dV + > Xdx

autres causes

17.Cette expression est connue comridetitité fondamentale de la thermodynamique
Elle est aussi désignée commetemier principe de la thermodynamique

18.Les grandeur; les plus courantes sont les concentrations depasants d'un mélange chimique, la
susceptibilité magnétique, la permittivité éleatieqla tension superficielle, etc.
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Dans un corps Définition : 8Q = petite
quasi-isolé variation de la chaleur

Les parties chaudes Les parties froides

se refroidissent se réchauffent 2 3Q froides + 2, Q) chaudes= OQ

| démonstration
mathématique en 1850

Constat expérimental aussi vieux quye
l'invention du feu

Il nomme cette | < 6Ql froides 6Ql chaudes =6_Q +¢
grandeur Ti froides Ti chaudes T
variation de
I'entropie. On Toujours positif
I'écrit &S o
Positif ou i
‘ Deux cas négatif ol
Rudolf Clausiu —— 3020 3Q<0 i
Qg ¥
T g
8Q moins dQ plus important E E
important quee quee O
On dit que le E E
processus est o
inversible i
5Q +e<0 - '
A |
6£+g 20— o e m o e e e e
T
L'entropie est
croissante : L'entropie est
0S20 décroissante :

0S< 0
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810 Enthalpie
Etymologie : ce mot vient du préfixar et du gre¢halpein: « chauffer ».
La définition de ce mot est attribuée a Kamerli@ynes (1853-1926), I'inventeur de la supraconductivité.
Soit un systéme a la températiiret sous la pressidhet son environnement a la tempérafliret sous la
pressiorP’, le tout étant isolé au sens que I'énergie duldoutJ ' est constante W+ dU' = 0 . Uniquement
pour I'environnement détaillons selon l'identitidamentale de la thermodynamique (809) :
dU+T dS'-P'dv'=0.
Cherchons I'expression mathématique de la chal@ur @’ dS'échangée par l'environnement en I'absence
de toute variation autre que celle du volume :
du+dQ'-P'dv'=0.

. Si le tout est isochore (le volume est constamtjsadV + dv' = 0 donne

dU + dQ' + P' dV = 0.

. Si la pression est égale des deux c6té de la émentiu systeme (pression uniforrfe¥ P' donc

dU +dQ'+Pdv=0.
Identifiant la variation de la quantité de chaldarl'environnement
dQ'+ (dU +Pav) =0.

. Enfin, si la pression reste stable (processus isyba

dQ'+dU +PV)=0.
La chaleur échangée par I'environnement est I'@épplggbrique de la variation de la grandddi=U + PV

nomméeenthalpie du systeme. Ce mot en grec veut dire "se chauffer'effet, les personnes qui se
réchauffent aupres d'un poéle font partie de lf@nviement du systéme charbon & air !

10.Considérons maintenant I'évolution de I'enthalgiesddes circonstances quelconques. Une petitdigaria

(M01) donne 8 =dU + dP -V + P - dV. Le détail de la variation d¢ donne & =T dS—P dV + Y, X; dx;

donc le travaiP dV disparait du calcul|: H=TdS+V dP+> X d>q| :

11.Les changements d'état sont classés par enthafssante sur la figure 10a.
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811 L'énergie libre

Soit un systéme a la températiiret son environnement a la tempéraflite

Hypothese : le tout est isolé au sens que soniérgrg U ' est constante W+ du'=0.

Cherchons l'expression mathématique du travailrgdhaar I'environnement. On adapte I'expressida de
variation de I'énergie interne de I'environnem@&09] a toutes les especes de travaux autres gue ceu
générés par le changement de volumiddT' dS' + dW'.

Hypothése : le tout est en équilibre thermodynamigpas de variation de son entropie) al@s-dS'= 0
donned'=T'(-dS)+dW' =0donc &) —T' dS+ dw '= 0.

. Hypothése : la température est égale des dewdedtéfrontiére du systéme (température homogéne)

T=T'doncdJ-TdS+dw'=0.

. Hypothése : le processus est isotherme (la températ varie pas) alors (§8XX)TQ =dT - S+ T dSavec

dT nulle, donc U -T S + dW '= 0.

. Le travail échangé par I'environnement est dompbsé algébrique de la variation de la grandeur

nomméeénergie interne libre et parfoisénergie de HILMHOLTZ du systéme.

. Considérons maintenant I'évolution de I'enthalgiesddes circonstances quelconques. Une petitdigaria

(MO1) donne & = dU —dT - S—T - dS. Le détail de la variation d¢ donne d) =T dS—P dV + > X dx,

donc la chaleuT dSdisparait du calcull: FI=—-P dV + Y. X d>q| .
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8§12 L'enthalpie libre.

Considérons un systeme A a la tempérafuee son environnement A' a la tempéraflite

Hypothése : le processus est réversible (809), otmut obéit a la loi de croissance de I'entropie
Estimer I'entropie d'un tout comme celui-ci est difficulté : en effet, il faut considérer non semlent les
grandeurs physiques du systéme qui nous inténesse aussi de tout ce qui I'entoure. Aussi les ersadu
second principe de la thermodynamique ont-ils ditetme loi dérivée ne faisant intervenir que lemdeurs
du seul systeme.

Détaillant la formule fondamentale du §19, nousresvibonc &) + T' dS'—P' dV' = 0.

Le tout (ligne 2) obéit a la loi de croissance'dettopie : & et a = 0.

Vu l'additivité de I'entropie, 8 et o = dS+ dS'donc &' = dS, ¢t o — dSdonc

dU +T dSaeta—T'dS—P'dV' = 0.

Hypothese : le systéme et son environnement slantn@me température (température uniforme)

dU + T dSyeta— T dS—P'dV'=0.

Hypothese : le volume du tout est constant (praces®chore)

dU +TdSyeta—T dS+P'dV=0.

Hypothése : la pression est égale des deux cdgéfdmtiere du systeme (pression uniforme)

dU +TdSyeta—T dS+PdV=0.

10.Si a gauche on enléve le terme algébriquementifp@h6, ¢ o I'€galité devient I'inégalité

dUu-TdS+Pdvs<O.

11.Hypothése : la pression et la température sontt@otss(processus isobare et isotherme)

dU-T S+PV)<0.

12.La quantitél G=U-TS+P V| nomméeenthalpie libre et parfoisénergie interne libre de GBBS est

toujours déroissante, do.

La loi de décroissance de I'enthalpie librest la version pratique de la loi de croissanckedé&opie.

13.Considérons maintenant I'évolution de I'enthalilieeldans des circonstances quelconques. Une petite

variation (MO1) donne@=dJU —dl - S— TdS+ dP - V +P - dV. Le détail de la variation dg donne
dU=TdS—PdV+Y, X dx donc le travaiP dV et la chaleufl dSdisparaissent du calcul :

ldG=—SdT+VdP+3 X dx|.
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8§13 Potentiel chimique

Rappelons la formule du premier principe de lartimtynamique (809) :Wl=T dS—P dV + > X; dx.

2. Parmilesx il y a les quantité de matieres (exprimées en sp@¥X) des composants chimiques. Les
multiplicateursX; sont appeléd potentiels chimiques.

3. Si on nomme; les nombre de moles gtles potentiels chimiques, alors la formule dedad 1 s'adapte

ainsi:dJ=TdS—PdV+Zui dni+ZXkdxk.

=

4. Soit maintenant un systéme A et son environneménOA s'intéresse aux conséquences énergétigses de

échanges de matiéres par I'environnement.
5. Pour I'environnement,Wl' =T' dS'—P' dV' + Y. W' dn’j + X X' dX'.
6. Hypothése : I'ensemble A et A’ est isolé, dodctddU' = 0.
En conséquenceld+ T' dS'—P' dV' + > Wi dn’y + > X dx’ = 0.
7. Hypothéses : le tout est en équilibre thermodynamigonc & + dS'est nulle.
8. En conséquenceld-T'dS—P'dVv' + Y W' dn' + Y X' dx} = 0.
9. Hypothése : le tout est isochore, donc+daV' = 0, donc &) —T' dS+P'dV + > ' dnj + Y X', dx', = 0.
10.Hypothése : Les quantités globales des composantEsnstantes, donod+ dn’; = 0 donc
dU-T'dS+P' dv-=> Widn +Y X\, dx,=0.
11.Hypothese : la température, la pression et legiplstehimiques sont uniforme§ =T, P = P' et, pour tout
ionay =p;doncdJ =T dS+PdV -y dn + Y X', dx, = 0.
Hypothese : il n'y a pas de variation des grandgliysiques autres que I'entropie, le volume oundgsbres
de moles, doncld—T dS+Pdv - p;dni=0
12.Hypothese : la pression, la température et legiplstehimiques sont constants, donc
dU-T S+ PV—Z M ny) = 0.
13.La grandeur entre parenthése n'a pas de nom ginagote particuliers. Elle est un analogue chimidae

I'énergie libre- de Gibbs : on va la nomméx. On a don¢d> =U-TS+PV-) W ni|.
14.Considérons maintenant I'évolution de I'enthaliieeldans des circonstances quelconques. Une petite
variation (M01) donne@ =dU —TdS—dTS+PdV+dPV + > dn = dy n. Le détail de la variation

deU donne & =T dS—P dV + ) X dx donc il rest4 d=-SdT+VdP-> nidui|.
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§14- Equation d'état des gaz parfaits
Elle est née de I'étude expérimentale (figure 6adciée a I'émergence de la théorie moléculairg) (81
Selon le sens par rapport a I'axe des abscissderées sont comptées positivement ou négativement

Calcul de la pression du gazP%*est la solution de I'équatidhf® S — pAmesPhéreg 4 = (.

Une algébre donne par addition aux deux membr&&&"*'ss puis soustraction de, la f(grmule
puazg = patmespheres _E pyis par division des deux membres par I'SidonneP%? = PmLSeres_F .

Les résultats sont représentables graphiquemesit(igure 6b).

Les droites ont comme équation (table de propo@myP V=a (6 — 6y).

La valeurb se lit sur l'intersection avec I'axe des ordonnkéawaleura est le coefficient directeur. C'est
ainsi que la valeu, = — 273,15 °C qu'on appelle2éro absolua été établie expérimentalement par
extrapolation. On a dont (enKelvins) =6 (en°C) + 273,15.

La convergence des droites (a raison d'une paogazélange de gaz) vers ce point suggére que cette
température est une constante universelle de Isigung.

Les progrés simultanés de la chimie et de la physig des gaont démontré (8XX) que le coefficieatde
I'équationP V =a (6 —6,) est proportionnel au nombnede moles de molécules du gaz toutes especes
confondues, le coefficient de proportionnalRtétant le méme pour tous les ga® V=n R (6 —6).

10.Si on écritT la température entre parenthéses on tr qui est Equation d'état des gaz

parfaits.

11.L'adjectif "parfait" laisse entendre que les gadsé'obéissent pas tout a fait a cette loi. Gest La

condition essentielle a vérifier est que le gaz dans des conditions loin de celle de la cond@rsat
(liquéfaction ou sublimation).



Contréle de I'entrée et de la sortie du gaz

Corps de....... Poussée de l'air =P, S Fig 6a

se”(;]gye 44444444444444 Poussée du gaz =Pg S

gradue Force de tractiof Dynamomeétre

~—" Dynamgmetre” F”Mi
, 0
/" Force de tractionq> 0) ou
Thermométr de pousséeF < 0]
L Axe des abscisses
PV

A
! Horizontalement Verticalement
i 0 -6, PV
]

': - ! 1 la
- f.// Table 6a
.= ’_’_: — | ]
e o
) 0°C 100°C
0
Extrapoatior ACCeS 2 I'expérimentati’

Fig. 6b
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815- Gaz parfaits et théorie moléculaire

1. Vocabulaire : un gaz est ditonoatomiquesi chacune de ses molécules est composée d'uatemd.

2. Hypothése de déparifigure 7a) :un gaz est un ensemble de molécules séparées tessides autres par de
I'espace vide et ces molécules circulent en ligneoite dans le plus grand désordre

3. Imaginons (figure 7a) un axe Ox perpendiculaire@ face solide plane (S) plongée dans le gaz et
construisons géométriqguement sur (S) le parallgége rectangle (P).

4. Quand une molécule atteint la face (S), rebondgt&uement et s'éloigne de (S) avec la méme eitess
I'abscisse de la vitesse passe de l'ancienne wgletity a la nouvelles, = —u, . On peut écrire que I'abscisse
de la vitesse moléculaire varie de-v,, = — 2 u,.

5. Multiplié par la masse cela donme(v, — V) = — 2 mu,.

6. Considérons pendant un tentpbensemble des collisions. En additionnant menabmeembre sur cet
ensemble on obtientd) m(vy —V,)) =—2 > mu,=—2m 2, Uy.

pendant pendant pendant

7. On peut effectuer la somme a droite par tranchesldsirs de vitesse. Découpons mentalement (fighye
I'ensemble des valeurs possiblesuden tranches numérotéied'épaisseudu assez petite pour pouvoir
négliger la diversité des valeursueautour d'une valeus,; (petite variation, M0O1) :

z pendant sur une tranche n"m (VX _on) =-2m z pendant sur une tranche n"ll'lix'

8. SoitN; le nombre de molécules dont I'abscisse de lasatest dans la tranche numérBendant le tempda
moitié de ces molécules vont rebondir sur (S). &mymme toutes les masses sont égales et toutes les
vitesses presque égales on peut écrire a galjchév, —v,.) et a droite — 2 Ni/2 - m ug. Ici, N mest la
masseM; des molécules de la tranchgoncM; (Vx —Vyo) = —N, m u,.

9. Soit sur la figure 7a le parallélépipede) @R base (S) et de longuayrt. Faisons intervenir la définition de
la force par MWTON : v, —V,, = a; t OU & est I'accélération des molécules, laquelle midippar la masse
M; donne la forcé; subie par ces molécules de la part dé&-3 = —N; m u, . La surface subit alors la force
opposéd-; t = + N; m u.

10.Une division par l'air& donne a gauche la pressiBrsubie par les molécules de la part de la surfadens
P; S t=N; m u, . Une multiplication pau;, donneP; S y; t=N; m U . Mais on a vu qua,; t est la longueur
du parallépipéde;Rui multiplié par l'aireS donne son volum¥ doncP; V; = Ni m u,? .

11.Une division par ce volume donne a dr(%k.qui est la concentration) des molécules de la trancheP; = ¢;

|

m u,® . Multiplions par le volum&/ de tout le gazP; V=c V m u?. Ici ¢ V est (table 7a) le nombre de
moléculesN; de la tranche d'abscisse de vitessed#® tout le gaz.

12.En général leur énergie cinétique Est; =% m y® avecu? = u,® + u,” + u,” (ref. ligne 18). Vu le désordre

des mouvements moléculaires les trois valeu,ﬁsuiy2 etu,,” sont égales entre elles donc égales au tiers de

u?, doncP, V=§ N;i E¢ini- On additionne sur toutes les tranches, ce quielen fin de compte

2
PV=Z<E,
3 cin gaz
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816 Entropie et désordre des vitesses moléculaires
1. L'énergie cinétique moléculaire monoatomique maos&tit,, atom‘;%m Wf.

2. L'énergie cinétique moléculaire monoatomique mag&raussi selon la théorie de Boltzmann

-3
Eun atome— E kB T.
3. A cause du désordre ds mouvement moléculairesirtadp chaque coordonnée dans la moyenne du arré d
2
la vitesse est la méme en abscisse, en ordoneéecete u,” = u,” = u,” = UE

4. Ona don(%kB T :% m (W2 + u,? + u,) :%m u?donclks T=m u?|.

5. Une petite variation de la vitesse donne une petitation de la température et de I'énergie
kg dT =m 2 u, du, = m 2 u, duy.

6. La quantité de chale@y,, possédée par le gaz &5E,, atome:g Nk T.
7. La quantité de chale@y,, possédée par le gaz est alé$§i, atom‘;g N m y?
8. Sa variation @gy,, estN dEy, atomgg N ks dT .

9. La méme variatiomastg N m2 uy duy, donc dya, = 3N m y du.

10.La définition par Clausius de I'entropie eSt:ddQ—Cla— =ke 0Qqe; - 3ka N mzq duy 3kg N %.
T ke T m y Uy
11.Mais d(2m u) = 2m U apres— 2M U = 2M (Uy, apres— Uy) = 2m duy, doncau—liX = 22r|:16LliX = 6(22;?&(&)' Ona

donc 5= 3ks Ngzsz:‘z. L'introduction des facteurs 2 est un artificecdieul qui sera justifié ligne 16.

12.Vu la définition du logarithme, %= 3ks N din(2m u).

13. Vu l'égalité entrey, , u, etu,, la formule précédente est équivalente a
dS=ks NdIn(2m u) + kg NdIn(2m u) + kg NdIn(2m u,).

14.La figure 16a montre les limites de fluctuation desrdonnées de la vitesse des molécules du gaz.

15.0n sait (figure 16a) querd y, est l'intervalle de variations des coordonnéelsatiscisse de I'impulsiaom v
des molécules, ce qu'on devrait nomign \),. On tient le méme raisonnement en ordonnée ebten ©n
retiendra donc 8= kg N dinA(m u) + kg N dinA(m y) + kg N dinA(m ).

16.0n retient &=kg d[N In A(m u) A(M ) A(m )] = kg din[A(M u) A(M ) A(m w)] .
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Fig. 16a : fluctuations des
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Point A B C D E F
Abscisse | 4, | +u, | O 0 0 0
Ordonnée| 0 0 By | tu, | O 0
Cote 0 0 0 0 H, | +Uu,

Table 16a : coordonnée des points de la fig. 16a
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§17 Entropie et désordre moléculaire de position

18.La définition de I'entropie précédente §16 est glusment incompléte, comme le montre cette expégien
de pensée de Gibbs (figure 17a).

19.Soit (figure 17al) un cylindre dont l'intérieur égtisé en deux chambres séparées A et B par orsool
amovible K qui n'est pas fermée. La vanne V esedewet permet I'entrée de l'air extérieur d'occlgme
deux chambres. La vanne W est fermée.

20.0n monte (figure 17a2) une pompe a la sortie deufme V et la met en service. Les chambres A eirB s
vidées.

21.0n ferme V et met en place la cloison K, puis démdam pompe (figure 17a3).

22.0n branche (figure 17a4) sur V une bonbonne deAgatzsur W une de gaz B. On ouvre les deux vannes.
Les chambres A et B se remplissent respectiveneegad A et B.

23.0n ouvre ensuite (figure 17a5) la cloison K. Confément a l'intuition de chacun de nous, les deax ga
lentement se mélangent.

24 .Interprétation : vu le désordre de leurs mouveméatsoitié des molécules de la chambre B de lardig
17a2 se dirigent vers la chambre A, rebondisser ®i donc restent dans B. Mais (figure 1a4) baioe de
la cloison K permet a la moitié des molécules dialier vers A et a la moitié des molécules deallel
vers B. Le résultat est irréversible, donc on sspaque ce phénomene participe aussi au processuRISe
de la croissance de l'entropie, donc doit aussiidtorporé dans sa définition.

25.Argument du "démon de maxwell" : pour contraindremettre toutes les molécules de A dans la chabre
et donc toutes les molécules de B dans la chambitéaBit un étre imaginaire qui trie et orients le
molécules de sorte que toutes celles du gaz Atisrivent dans la chambre A et donc que toutesscelle
gaz B se retrouvent dans la chambre B. Ce démarorsbmmateur d'énergie, donc de chaleur alors que
dans le processus de mélange n'a modifié en rigiatistique des vitesses des molécules, donct alurae
faire sans modification de la quantité de chaleas ghz.

26.11 existe donc une perte de chaleur associée @issance de l'entropie des gaz.

27.Augmenter le volume d'un gaz parfait suscite uwdita- P dV occasionnant une fois cette dilatation
terminée et une fois la température stabiliséevaniation de températurél dolution de I'équation P dV =
+n RdT ouin est en moles le nombre de molécules. Le gaz amoddié la quantité de chaleur qu'il avait
de dQ =n RdT.

28.Le signe moins devaft dV vient du fait expérimental de I'échauffement d&s gpmprimés et de leur
refroidissement quand on les détend.

29.La variation d'entropie correspondante éﬁtéj% =n Rd—_IT =nRdInT.
Pdv_ +nRdT _dT dv_ dT -
30. BV - nRT T donnev T donc &=nRdInV.

31.Introduisant le constante de Boltzman8 =th N, Nﬁ din V ouN, est le nombre d'Avogadro, donc
A

dS=N kg dinV.

32.Pour un parallélépipéde rectangle aux arétes paalhux axes du repére de l'espace, le volirest donné
parV = Ax Ay Az ouAx, Ay etAz sont les longueurs des arétes, donc l'expacaickidition des coordonnées
des molécules du gaz. On a doisc=tN ks din (Ax Ay A2).

33.Vu la propriété fondamentale du logarithn®@=dN ks din Ax + N kg din Ay + N kg din Az
On retient & = kgdin (Ax Ay In A2)".

34.En regroupant le résultat du paragraphe précédent,

dS=kgdIn (Ax Ay In AN + kg dIn[A(M uy) A(m ) A(m ]
= ke{ In (Ax Ay In A2 + din[A(m y) Am ) Am W]}
= keo{ In (Ax Ay In A2 [A(m y) Am ) Am )]}
= keo{ In (Ax Ay In AZ) [A(m y) Am ) Am W]}
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§18 Les relations de Maxwell
1. Les potentiels thermodynamiques sont
I'énergie interndJ,
I'enthalpieH =U + PV,
I'énergie libre (ancienne énergie de HelmhdkgaU - T §
I'enthalpie libre ou (ancienne énergie libre delS)lls =U-TS+P VY
le grand potentiel ou potentiel grand canoniqueigame énergie de Landa®@)=U — >  N..

especes

2. Leurs petites variations sont respectivement
dUu=TdS-PdV+ Y pdN +> autres,dX,, dH=TdS+VdP+ X u dN, +Y, autresX,dX,,

especes especes
dF =—SdT—PdV + Y W dN; +> autresX,dX,, dG=-SdT+VdP+ > W dN; +> autresx, dX,,
especes especes

dd=TdS—PdVv- Y N dy +Y, autresX, dX,.
especes

3. Il s'en suit l'identification (§XX) de toute unelleztion de dérivées partielles :

__52E1 = __éﬂi =P ézgl ::ézti =T ézti = QSE =V __éﬂi = __ézgé =
ov oV ’ 0S 0S ’ oP 0P ’ oT  aT ’
W_H_OF_d6_ . ey

ON; ON; ON; ON oM
4. On dispose (8XX) de l'identité de Schwau‘-‘l?;_L 0°f
oxoy 9yox
5. Il s'en suit toute une collectioréduations de Maxwell Une seule sera démontrée, les autres le seront pa
analogie. ici on se sert de I'énergie intehe
ou U yoncdP-_00U__0oU __ U __90U__0T

P=——etT=—=donc—==——=—= = = :
ov 0S 68 SOV 9OV aVAS VIS oV
Les dérivées inverses s'en déduisent (8XX) en gatdanéme relationg—lf = —g—\_I{.
6. Les équations de Maxwell les plus usitées sont :
- celles issues de I'énergie interne ou du grandrmiqn e—P _oT eta—S =9V
oS oV oP OT
- cellesissues de I‘enthal =a—T, et?S=0P
oP av oT
- celles issues de I'énergie I|b% ta—P =95
oP as 0T oV
- celles issues de l'enthalpie Iib% =_9P , eta—v = —a—S.
ov 0SS dT 0P

7. Born inventa un procédé de mémorisation de towgsgléfinitions et formules dit "carré de Born" (éab
18a). Les grandeurs variabl8sV, P etT sont dans les coins encadrent le symbole du peltessocié, par
exemple poul) c'estSetV, et le multiplicateur d'une grandeur variabledzsts le coin opposé, par exemple
c'estT pour &5

8. Pour le nom des potentidls F, G etH, lire la table 18b. Les mots encadrent le symbese.exempléd est
I'enthalpie interne.

9. Pour la définition des potentiels, lire la table18haque potentiel est défini a partir du précédan
descendantH etF a partir deJ, G a partir deH ouF. Toutes les formules sont du gedre B C. Le signe
est celui qui est entre les potentiels Par exetepdéegne entréd etG est moins. Les variables multipliées
sont sur la diagonale paralléle. Par exerhpleU + PV, G=H-T S

10.Pour la variation des potentidls F, G etH, lire la table 18c. Les variables qui varient g&shlnsigne)
encadrent le potentiel et leurs multiplicateursetaleur signe) sont dans les coins opposés. Otiaut les
produits. Par exemple pobl, ona di =T dS + VdP et pourGon a @5 = -SdT +V dP.

11.Pour les équations de Maxwell, lire la table 18k Heux dérivées associées sont sur deux lignéswou
colonnes. La variable fixée est sur la ligne oodenne du dénominateur. Le signe est celui datmble

S ov 0S_ oV oP _0S oP _0dS

fixée. Exemples : £5 =—= donne==-=— et— = qui donnez==
OP T fixé 0T P fixé oP 0T aTVixé OV Tfixé 0T oV’
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S interne | U | énergie] V S U VP
interne énergie i -
H F H F
enthalpie libre - i
P enthalpie] G | libre T P G T

S U \

H F

P G T

Table 18a Le carré de

Born

-S U V
H F
P G T

Table 18d Le carré de
Born pour exprimer les
variations des potentiels

Table 18b Le carré de Born
pour nommer les potentiels

Table 18c Le carré de
Born pour définir les
potentiels

- T
Table 18d Le carré de
Born pour exprimer les
dérivées des variables
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819 Coefficients calorimétriques
1. Pour un corps donnéétjuation d'état estune formule reliant les grandeurs presBiovolumeV et
températurd, une écriture commigP ; vV ; T) = 0.
2. Exemple des gaz parfaitP:V —n R E 0.
3. Etant donnée une équation d'état, il existe enttoig manieres d'exprimer la chaleur échangéeipaorps

avec son environnement. En effet, odf a% oP +% oV + g—_];_ oT nulle, recopié pour gagner de la place

O=aodP +pB oV +edT.
4. Autrement dit, chacune des variatid# oV, etdT est imposée par les deux autres. C'est pourqawichon

écrit par exempI%;% =% on doit préciser si les variations fdet deP sont entendues a volume fixe ou a

température fixe. Dans ces cas, on a convenu wéespectivemer(tﬁ) = (a—f) et (ﬁ) = (a—f) .
oP oP)T \0P/T

5. Onisole la variation de volume&V = _E as5p— EéT Par identification des dérivées,

(a—v) =—= et(a—v) = —=, Par inversion d'une dérivé e?L) = —E
oP)T B \OT [3 €

6. En multipliat membre a memb(ﬂ) (ﬂ) =+9
oP)T\0V/p ¢

7. Onisole la variation de la pression a partir diigiae 3 : &P = —E dV—§ dT. Par identification d'une

dérivée (aP) =-£ Avecla ligne 6, on obtienidentité de Reech (av) (OT) (aP) =-1
oT/V  « oP/T \0V/pP\0T

8. Toute expression de la chaleur échany@@ar le corps s'exprime toujours par deux seulemhent
variationsoP, 8V, etdT. Selon I'habitude des physiciens, l'influencé®EgedV, oudT surdQ est
proportionnelle tant que ces variations sont apsées :

a- oQ=Cy,oT+I1dV,
b- 8Q=CpdT +hoP,
c- OQ=AOP+udV.

9. Les plus importantes so6, (la chaleur spécifique isochore)@&i (la chaleur spécifique isobare). La raison

est qu'on peut exprimer les autres a partir deleas-1a grace a I'équation d'état.

10.D'apreés la ligne 81Q = Cp 3T +h (ap) T + (ap) 3V | doncdQ =| Cp+h (OP) 5T+h (OP) 5V,
0Ty T oT -

ov ov

=CydoncCp—-Cy=-h (‘;—_Pl_) , donc en multipliant par

Par identification avec la ligne 8@ + h (%)
v

\%

l'opposée de la dérivée inverse Gy £ Cy) @—_Pl_) =h|.

\Y
5P | doncaQ = [CV+|(0V) J6T+|("V) 5P. Par
OT P aP T

oy . oV oV
11.D'apres la ligne 8 =CyOT +1 oT +
prés fa ligne 82Q = Cv KaT)p (aP)T

identification avec la ligne 8I6y + | @—\_O =CpdoncCy—-Cp=-I @—\_O , donc en multipliant par I'opposée
P P

de la dérivée invergeCf —Cy) (ﬂ) =1].
oV/p

12.D'apres les ligne 8a et 8c, a volume cons@n§T = A OP donne directemekt = Cy (%) et les lignes 8b
\%

oT aT aT
et 8c a pression constar@@e T = 1 &V donneu = C etdondA =Cy|—| etu=Cp|=—
P ® H M= (5V)P Y (OV)V =" (OV)P
13.T etV varient et font varier I'énergie interne sefith=T 8S—P &V. Le premier terme est la chaleur
échangée par le corps, soit (ligne 8apT +1 6V doncdU = Cy, dT + (I —P) éV.
14.D'autre part, en cas de réversibillantropie ne varie pas dodtsgyee = —P OV.
ouU

) =Cvet|—P:(a—U) ,doncl =P+ (O_U) )
oT V.S oV)Ts oV/)Ts

15.Par identification de la dérivé
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16.Vu la ligne 8 du 8§19, aprés multiplication par &idée inverseCp — G, =1 (‘;—\_9 .
P
17.Par substitution sur la ligne 17 &€, — G, = [P + (a—U) }(a—v) .
ovV/)1|\0T/p
18.Unetransformation adiabatique d'un corps est par définition un changement ds&as échange de chaleur.
On peut mettre zéro a gauche des équations dmka 8. Les deux premiéres donn€pdT = —| 8V et

Cr OT = —h 8P donc en divisant membre a mem%—%&% donc en multipliant les deux membres ﬁ@ﬁ
v

0 ianr | Cp_ OP

il vient - =2 Y donc a la Iimitﬁ[—l& =£. Parce que c'est un changement d'état, I'équaititet est

Cy dv
inapplicabledonc la derivée n'est plus sensées éRg\aou T constant. Nous I'exprimerons avec deux "d" droits

en non deuxd" ronds. On a coutume d'écriyde rapport des coefficients calorimétriques dons% eton
V

retiendrg y—==—|.
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§20 Coefficients calorimétriques des gaz parfaits
. Pour une mole de gaz parfait on a I'équation d€¥ER T.
. Une petite variation des deux membres corresporaepassage d'un état stable a un autre état stable

R P R \V/ \V/ P
. + . = = +— —_— = —_— = — +— .
OP -V +P - 3dV=RJT, doncdP V6I V6V, oV oT OP etdT oP oV

. Par identification des dérivées partielles
(@) :B (a_\/) :B a_P) = _E (a_\/) = _\_/ (a_T) :\_/et(a_T) :E
oT)v v'\eT/p P \ov)T V'\oP)T P'0P)y R \oV Rl

P
E:|
R

. Entrant ces formules dans celles de la 8XX,C—Cy) % =h|,| (C,-Cy)

,e‘)\:CV\—R/etu:Cpg.

. De laligne 4 vienCp — G, =1 g La formuledQ = Cy 8T +1 3V donne a température constad@= | dV qui

montre qud est la pression elle-méme, do (relation de Mayer, 1838).
. Transformation adiabatique d'un gaz parfait : on part de I'équation géraaé;%l:g—\lj du 819. On a dong

| dV =hdP. On substitué¢ eth : _VE av :\—Fg dP. On divise les deux membres faVv : —ydvv :%D. On
reconnait (8MO07) les variations des logarithmesy:dinP = dinV donne

ydinV + dIin P = 0 donc vu qu¥ est sensé étre une constante physique du galn, M InP) = 0 donc
d(In VY + InP) = 0 donc dIrP VY = 0 donc InP V" reste constant don® V" = constantk
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§21 Enthalpie libre de Boltzmann.
13.1l avait proposé quEgin 4., €St proportionnel a leur température et équitabremeparties sur les molécules et
les trois dimensions de I'espace (abscisse, ordogingote) nommeéeategrés de liberté chacun de ces

degrés étant affecté de I'éneréibg T.
14.Ainsi N molécules ont chacune 3 degrés de liberté dogadecontient N degrés de liberté, ce qui donne
Eqin gaz= 3N %kB T doncP v=§ Eqin gaz dONNeP V=N kg T.
15.Par identification avec I'équation d'état du gadgiigP V=n R Tdu § 14 otn est le nombre de moles de
molécules, on trouvB V=n AET OUA est le nombre d'Avogadro, d'ou par identifica@ .

16.La quantité de chaleur possédée par le gaz estialaes énergies cinétiques de ses molécules,elinc
Qgaz= 3/2P Vdonc estQgaz monoatomique 3/2 N R|. Pour un gaz biatomique, Boltzmann suggéra que la

rotation est un quatrieme degré de liberté affdetéénergie;- N Rdonc| Qqaz hiatomique= 2N R].

17.Si I'élongation des deux atomes intervient & san B®oltzmann suggéra qu'on en plus I'énergie NRet

alors anz monoatomiqué™ 52 -nR.

18.Les potentiels thermodynamiques sont additifs ais sgief(0 systémes) 2 sunionf(Systéme).

19.Par exemple I'enthalpie libr&(0 systémes) 2 cunionG(Systeme).

20.En conséquence, si on considére deux corps de @mgosition chimique dont I'un dsfois plus gros que
l'autre, alors I'enthalpie libre de I'un est égalkefois I'enthalpie de 'autre. Pour un corps pulusi estk fois
plus gros que l'autre, le nombre de molécules dgush espéce chimique &dbis plus grand pour I'un que

pour l'autre, donc une expression COMBTE Y especeSS(ESPECE) 2 especeKespecelespeceOll NespeceeSt 1€
nombre de moles de molécule de I'espéce. Si onnatizides espéces il vie@ = > ; K; n.. Une réaction
chimigue provoque une variatid® = ; K; én..

21.Mais on sait aussi que si les quantités de matiérehaque espéce variedg|'enthalpie libre du corps varie
dedG =) ;1 On; ol est le potentiel chimique de I'espéce numérotBar identification pour chaque

espéce on akK; = ;, d'oli I'expression générale de I'enthalpie lji@e= > win;|.

22.Considérone un gar parfait pur dans un certainegtiirmé dans un contenant rigide (son volume rie va
pas). Son enthalpie libre s'exprime par la fornmuicédenteG = n. Un expérimentateur intervient en
injectant une petite quantité de moles et le gaa@dans un autre état voisin. L'enthalpie libigrdtune
nouvelle valeuG + &,G = u (n + 6n). Ensuite, le gaz atteint son équilibre thermodyig@e avec une
troisieme valeur de I'enthalpie lib@&+ 6,G + 3,G = (1 + 8p) (n + dn). On s'intéresse a cette deuxieme
variationd,G = o (n + dn) = n L.

23.L'équation d'état peut étre écrite avec la conatiotr au lieu de la pressiof?:V=n R TdonneP = \ﬂ/ RT

doncP=cRT
24.L'enthalpie libre varie pour n'importe quel corpas changement de température ni de quantité dereat
G =VOP.Onadon®,G=VodcRT

25.Les lignes 10 et 12 donnembu =V dc R Tdoncc du = &c R Tdoncdp :% RT =R Tdlnc. Par

intégrationt — 4, =R T(Inc—-Ing) =R TIn é En général la référencgest 1 mol par unité de volume. On

retiendra| U=+ R TIn c|.

26.En cas de mélange de gaz parfaits I'enthalpie $ileseprimeG =R TY_ n;Inci—R T). n; Inc. Le

deuxiéme terme est éc@, donc|G =G, +R TY. n;In¢c|.
i
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§22 Equilibre entre liquide et vapeur d'un corps pu

. On sait par I'expérience que la liquéfaction d'an gur ou la vaporisation du liquide se fait a une
température donnée a pression constante.

. Soit une mole de gaz en équilibre entre son étagaet son état liquide, nommanke nombre de moles en
état liquide. Alors I'enthalpie libre totale &t x piq + (1 —X) Hgaz

. Al'équilibre, I'enthalpie libre ne diminue plusréaugmente pas encore, d@@&= 0 donc

OX Wiig + O(1 —X) Hgaz = 0 dONDX iig — OX Hga, = 0 dONCUig = Hgaz

. Dans le liquide, a nombre de moles fixe, une viariatle la pression et de la température occasionee

VariationéG“q =X 6p.|iq = _Siq oT + V|iq oP dOﬂCéan = —% oT + %1 OP =—-S,4 lig dT + Vool liq dP. De

ME&medlga; = —Smol gazdT + Vol ga-dP. Cela démontre que le potentiel chimique est fonade la
température et de la pression.

. Comparons deux équilibres entre liquide et gazr Paipig(P ; T) = Ygaz (P ; T) et pour l'autre

Hig(P + 0P ; T + 8T) = Hgaz (P + 0P ; T + 8T). Les deux ont varié donc @giq = dlgaz La ligne 4 donne
—Shotiig OT * Vinollig OP = — Sinol gaz®T + Vol gazOP. Un peu d'algébre donne

(Snol gaz— Smol qu) oT = (Vmol gaz— Vmol qu) oP.

. Vu le 808, le changement d'entropie due au changedtat es8nol gaz— Snol iig =%donc

%6T = (Vmol gaz— Vimol liq) OP donc L _oP (formule de Clapeyron).

T (Vmol gaz_VmoI qu) oT
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Liquide
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L isothermeT, oy
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s -~
) %
# ~
J IsothermeT; *,

Nt

Liquide + vapeur saturante

Fig. 22a Diagramme de Clapeyron
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§23 Réaction chimique entre gaz parfaits

1. Considérons une réaction chimiquécilation chimiqud a A + b B — ¢ C +d D|. L'interprétation de la

formule n'est pas unique. Ici, nous en avons quatre

a. "Siamoles de A disparaissent aldrsoles de B disparaissentcaoles de C e moles de D
apparaissent”,

b. "Sibmoles de B disparaissent alarsoles de A disparaissenteinoles de C ed moles de D
apparaissent”,

c. "Sicmoles de C apparaissent alannoles de A eb moles de B disparaissentcetnoles de D
apparaissent”,

d. "Sidmoles de D apparaissent alarsioles de A eb moles de B disparaissenttemoles de B
apparaissent".

De plus, on peut répéter les quatre phrases préasden multipliant ou divisant les nombees, c etd par

un méme nombre. Par exemple on peut écrire "Silé d®A disparaissent alogsnoles de B

disparaissent egtmoles deC egmoles de D apparaissent".

. L'équation chimique s'écrit parfois avec un sigréed la place de la fleche. C'est pour rappelerlgue

formule décrit un bilan des moles de matiéres disgmet apparues et non le sens dans lequel legaue

nommeéréaction chimiqueghysiquement a lieu.

a. Siun chimiste mélange du A et du B, la réactiomaiée et des moles de ces deux matiéres vont
toujours disparaitre. L'écritueeA + b B — ¢ C +d D est alors de bon aloi.

b. Siun chimiste mélange du C et du D, la réactianatée aussi et des moles de ces deux matiéres vont

toujours disparaitre. C'est alors I'écritarA + b B < ¢ C +d D qui est de bon aloi.
c. Enfin toutes les réactions ont un point d'équililifest-a-dire un état dans lequel les quantités de
matiére des quatre substances n'évoluent plus.
. Définition : Les nombres, b, c etd sont nommésoefficients stoechiométriquesCe mot vient du grec
stoechio= convenable ehetron= mesure (ou proportion). En effet, si en mélangea A et du B, un
chimiste espére obtenir les produits non mélange @es réactifs en exces, il doit respecter lagntam de
la table 23a. En effet il faut que le quantités ckeses de la deuxieme ligne soient nulles pourB, dbnc

guex, =a xetxg =b xdonc qué:(— :%‘. On obtient alors x= CXEA de Cedx=d X—a’: de D.
B

. Lorsquedx moles d'exemplaires de la réaction se produiderg Benthalpie libre du systéme chimique varie

dedG =—ppadX—Hg b X+ Uc COX + Up d OX = (Uc C + Up d —Ha @ — g b) OX.

. Dans le cas de réaction entre quatre gaz parfeitdispose de formules pour les potentiels chinsque
3G =R T(cIn [C] +dIn [D] —an [A] — bIn [B]) X — (tco C + Hpo d —Hao & — Mo b) 8X.

Définissons A°G = — (Uco C + Hpo d —Hao @ —Hgo b). On a

0G =R T(c In[C]+dIn[D] —adn[A]—bln [B]) Ox + A°G x.

Définissons AG :%_G . AlorsAG =R T(cIn [C] +dIn [D] —an [A] - bIn [B]) + A°G .
X

C d
D'aprés les régles du Iogarithr’riea =R TIn [9]—@]13 +NA°G| .

[A]° [B]

C d
. Définition : lequotient de réactionest| réacz{%]];[[%-g .

. Définition : si I'enthalpie libre est minimale, sait que le systeme chimique n'évolue plusdparee‘aqa fois
C

il ne diminue plus et n‘augment pas encore. Enémprence)AG est nul, don® Tin %%]]% = -G,
éq éq

[Cl°%q[D]%, - _A°G [C]°%q [D]%q NG| o

In & ed= _—— donc = €4 = gx . C'est Idoi d'action de massede Guldberg et
Al%Blq  RT O A%qBle - RT g
Waage. L'exponentielle est nommeamstante d'équilibre chimiqueet est écritds, On a donc

C]%%q [D]%q _ A°G
Uﬁuﬁ—KéqetKéq—exp =T

[A] aéq [B] éq




A B C D

e Xa Xg Xc Xp Début de la réaction
! Xa —a X % —b X X +CX % +d X Pendant le réaction
VorTT1 Xa—a Xq Xg — b Xq Xc * C Xsq Xo +d Xq Equilibre chimique
Vo " 0 Xg — b %ot Xc+C Xt | %o +d XaggRéaction totale, A limitant et B en exceg
E E =1 Xa —a Xot 0 Xc+CX%i | X +dXx, | Réaction totale, A en exces et B limita
I Table 23a
| AG-AG E i AG —A°G
: \ | ! A
bo--- > |

E e >

v

0 | Avancemenk
Xe Xiot
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§24 Réaction entre gaz non parfaits ou entre solwgé
La grande difficulté est l'interaction mécaniquéretes molécules chez les gaz et aussi avecvarsodians les
solutions.
Il est impossible de modéliser avec précision neactions car elles sont souvent inconnues.
Les gaz presque réels
Si dans le gaz on n'a que des particules poncsuetiénteraction mécanique entre ele$/=n R Tdonne

:\ﬂ/ R T, qui peut étre lu comme le deuxieme terme d'urld@pement limité

n M2, (N
P=ap+o;- +0z(5 | +0[ =)
v R (V) (v)
. . . 2
Par identificationp, = 0 eta; =R Teta, est renomma. Alors P :% RT+ a(%) + (/(%) donc

n\2_n AN n n
—al—=) == + ()= —a—|V= +0[=]|V.
P a(v) VRT ((V) donc(P avz)v nRT ((V)V

Mais(’)@) V a le méme comportement a la Iimﬂvee 0 que(’)(%) donc on peut écrire

n _ mﬂ
(P avz)V—n RT+0(V).

Si on considére maintenant que la part du volumgaduoccupé par les molécules est petit devartliene du
vide qui les environne, alorslsiest le volume de chaque molécule, au multiplicatier on retire le volume

b nce qui donnedquation d'état de Van der Vaalg1873) : (P —a\r}—z) V=bn=nRT+ O(%) .

Les activités a la place des concentrations
Cette théorie suscite et encourage de traiterdeségls et les solutions en remplacant les grandééales par
ces grandeurs corrigées sans changer la formeajémi&s équations du § 23. Deux procédés sontmusure.
On signale qu'on n'est pas dans un gaz parfajoeteat un "prime" au symbole derthalpie libre molaire
standard de réaction: A°G devientA®G.
On remplace les concentrations pardesvités chimiques: [X] devienta(X).
Note : le multiplicateur de la concentration dortriattivité est urcoefficient d'activité chimique:

Yx [X] = a(X).
C d
L'enthalpie libre d'une réaction s'écnidG =R Tlnﬂ%ég)- +A°G

a'(A) a(B)
, . _a(c)a’o
Le quotient de réaction € réac-a%(K)Laé(E% .
La loi d'action de masse de Guldberg et Waagsgéﬁg—aié&@ =-A"G|.
AedA) a'sd B)
A”G

La constante d'équilibre chimique ek, = exp

RT |
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§25 Equilibre thermodynamique des parties d'un systme

1. Soit un systéme S composé de sous-systémes normphERssS, = S, ... , S, dont les températures sont
diverses.

2. Ce systéme est supposé isolé et nous recherctooariditions pour qu'il soit en équilibre thermoasmique.

? ?
3. 2. Q, = constante e, S, maximale donc si on choisit deux valearstp, lesT, ont évolué de sorte que
$=1 $=1

P @
b=0ad Qy+B 2 S soit optimale (maximale ou minimale, cela dépeada valeur et du signe deetf). Ce

o=1 o=1
type de raisonnement est appeat@thode des multiplicateurs inconnus de Lagrange

4. Les dérivée22 sont toutes nulles dorc+ Baél =0.
0Qy 0Qy

5. Vu la définition de Clausius de I'entrop&g, = 6_? on a% % donca + [3— = 0, ce qui montre que toutes
o o i Ty

les parties sont a une méme tempéraTwe—aB—.
a

6. Comme une température est sensée étre toujoutsyppsela montre aussi que les signesidt doivent étre
Opposés.

@ P
7. Par isolement thermique, ond 8Q, = 0. On a donczaj_;i = 0. Si on substitue la température d'équilibpar
=1 =1
les températures de méme indice qued@s on doit avoir d'aprés la loi de croissance darpie un maximum

P
de celle-ci, dong_ Qs 50,
o=1 "¢
8. Soit alors un corps et son milieu, I'un étant gligud que l'autre. On doit av@Riid 1+ ehawa g par

froid chaud

isolement thermiqueéQsoig = E')QchauddoncéQ“m'd Qoid 2 0 doncdQxoig ( 1 1 ) >0 donc
froid chaud Tfr0|d Tchau
T

OQkroid _lc_“a‘“’—_-rf““’ 2 0. Il faut donc quéQy,ig SOIt positif, donc quéQcnauqSOit Négatif.
froid !chaud

9. Comme le corps froid se réchauffe et le corps clsauefroidit, il faut que la température d'équéid soit
quelque part entr&q et Tehaugdonc on a toujours la double inégalfigiy < T < Tehaud

P @
10.0n recommence la démarche de la ligne 3 a parta debilité du volume du systemé':=a'>  Vy, +B' 2. S
i=1 i=1
est optimale donc 0" =o' + g 9%,
vV oV,

11.0r la définition de I'énergie interne donr@:dl du +E av + autreszﬁ dx, donc par identification des

dérivees(% =P donne la ligne 10 donne Oo= + 3' ?‘l Comme on sait déja que les températilizesont égales

o
a la température uniformiedu systéme on a la méme chose pour les presl%c;ons% T.

12.0n recommence la démarche de la ligne 3 a parta debilité du nombre de moles de chaque espéce

0 ® ) n a
o =a" Z nc¢ +B" Z S,, est optimale donc 0&" = g +p* 9%
6n¢ an¢.

13.0Or la variation de Ienergle interne est donnﬁe& du += dV + }'ll_' dny + Z autreé K dx,. Par

espéces

identification des deriveeag— :}%Q. On conclut que pour un composant doongus les potentiels chimiques
Moy

des phases sont égaupg = 4T

X
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8§26 Régle des phases de Gibbs

. SoitX le nombre de grandeurs (comme la températuregeksion, les concentrations ou les fractions medgjr

Y le nombre de relations mathématiques entre eux.

. Soitn le nombre de grandeurs intensives dont dépengstérae dans son ensemble (comme la température ou

la pression).

Soit @ le nombre de phases en équilibre.

Soitx le nombre de composants chimiques du systeme. é&egie phasg, chaque composaata sa fraction
molairexg. AlorsX=n+x @.

. Soitr le nombre de réactions chimiques : chacune dget'd'une équation d'action de masse de Guldlierg e

Waage.

. Soitk le nombre d'équations décrivant les condition®drgentales.
X
. Pour chaque phage ). x4 = 1, ce qui nous donrgéquations.

8.

c=1
Pour chaque composanhous avons une chaine d'égalité entre potentisisiques
Me1 = ez --- Heg—1= Hegr SOiIt@— 1 équations. Pour I'ensemble des composaotsa dong(¢ — 1) équations.
Le nombre total d'équations est alorsk + @ + x(@— 1)

10.Le nombre de grandeurs indépendantes est doneribreade grandeurs diminué du nombre d'équatioits, so

11.Retenons :

X=Y=n+X0-r-k-0-X(@-1)=n+X@-r—k-@—-x@+xX=n-r—-k-0+X.

nombre de grandeurs intensives
nombre de réactions chimiques

— | nombre de conditions expérimentales
nombre de phases

nombre de composants chimiques
nombre de grandeurs indépendantes.

i+

12.Exemple : un corps pur, pas de réaction chimiqueaQ grandeurs intensives, la température eelssfm.

2 grandeurs intensives Il faut donc que 3 4 soit un entier naturel : 3¢> 0
0 réactions chimiques

— | 0 conditions expérimentales donc que 3 @. On conclut qu'on ne peut avoir plus de
¢ phases trois phases en équilibre.

1 composant chimique

3 —@grandeurs indépendantes.

ni+]1

Point

Point de
i d'ébullition

Ligne

1013 |--emmemmsnens /g _______________ N/
_ PetT

g indépendant
—g PetT
£ indé Ligne
g Solide indépendants f igne
g P:1) =0
wn

<
(a9}

Gazeux 0

6 frorr s ¥ Point triple pett
:i P indépendants!
‘ 0 0.01 100
) emperature (°C)
Ligne
h(P;T)=0
Point f(P; T) ouh(P; T) =0
etg(P;T)=0

Diagramme de phase de I'eau
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§MO01 Tableaux de proportion
Dans ce qui suit, les numéros des alinéas sontaesifiéches a droite.
1 Traditionnellementpar convention, une égalité entre quotients (formule 22a) peet étrite sous forme d'un
tableau (table 22a) et réciproquement, si un tabdemme le 22a est connu comme table de propoudioa,
I'égalité 22a.
2 Une multiplication des deux membres de I'ég2lté patb ddonne‘%l bd= gb ddonc la formule 22b.

3- Inversement une division des deux membres dqoﬁﬂinddonnea— be qu| redonne la formule 22 est

b

D_Q_
CT

la populaire "régle des produits en croix".

CT

4- On divise les deux membres de 22bgdr : on trouveg cd € donc la formule 22c.

5- Si on multiplie pac d les deux quotients de 22d on '[I’OU%&B d :g ¢ ddonc la formule 22b .

6- On peut permuter les nombres d'une diagonale'est parce que la multiplication des nombres'pexduits
en croix" est commutative. On obtient les form@@d, 22e et 22f.

7- Une égalité entre deux quotients peut étreeédans l'autre sens, d'ou les formules 22g et 22h.
Permuter les termes diagonaux d'un tableau de proption en donne un autre

8- Si on inverse des quotients égaux, on obtiecwendes quotients égaux. On obtient les formw2es222].
Permuter les lignes ou les colonnes d'un tableau geoportion en donne un autre

9- Soit la formule 22a : legs quotieﬁtet% ont la méme valeuy : %= q etg =q donc en multipliant les

deux membres de ces égalités par le diviasub qetc =d g En additionnant ou soustrayant membre a
membre puis en factorisagbnaa +tb = (b £c) q donchig =q donc I'équation 22k.

Les quotients tirés d'un tableau de proportion songgaux au quotient de la somme (ou différence) des
numérateurs par la somme (ou la différence) des déminateurs.

10-On vient de démontrer I'équivalence logique erdr@able 22a et la formule 22b. Si on divise lesxdeu
membres de cette formule p@grou parb, parc oud ,on obtient successivement les formules 22m.

Regle de la quatrieme proportionnelle : le cald d'un des quatre nombres se fait en multipliantés
nombres de la diagonale opposée par 'autre nombide sa diagonale

Applications : par exemple, si on a a résoudre I'équatiooahnuex

a= x_kq on pense a :% donc a‘% =_k_ donc au tableau 22n donc on égritq :g qui donnex = §+ qg.

11-Rappels : sa=qgbetc= q dalors ona

a"= " b" puisc” = " d" doncZ etS égaux ar" donc donc le premier tableau 22p.

" d" b dn
Les autres tableaux 22p se démontrent de maniategure.

\/5 \/a\/B pu|5\/_c \/(_q\/a donc Va etlE égaux a\/(_q donc Va_ i d'ou le deuxiéme tableau 22p.
NN P 4

ak=q(K puisck=q(dK donc%:etm(egaux a donc%l:—%id ou le troisieme tableau 22p.
alk=gb/k=q= ” pwsc/k gd/k=q—- k donc sjlﬁet%ﬁegaux a doncg;tetgiidou le quatrieme

tableau 22p.

Si on effectue les opérations suivantes sur chacdes quatre nombres d'un tableau de proportion :
- élever a une puissance donnée, en particulier @arré ou au cube,

- prendre la méme racine n-ieme, en particulier laacine carrée,

- multiplier par un méme nombre,

- diviser par un méme nombre,

alors on obtiendra un nouveau tableau de proportion



48

d| b alb c|a
c|a c|d d| b
permutation permutation permutation
sur les deux sur une des colonnes
diagonales diagonale
c_a
da=chb ad=chb d b
Formulee——_ , Formule Formule
22f 22e 22¢
Reégle des
6 "produits 6 7
en croix"
da=bc ad=bc 2 a_C  ggalité des
Formule < 6 > Formue ¥——3 b d quotients en
22d 22b Formule colonne
I A \\\ 22¢
\ 9
4115 N
dlc 1
b|a
permutation \
sur une v '
diagonale alc=b/d. ajc agC-_a%c
Formule 22c bld b d b+d
. égalité des ' t;?e Formule 22k
i \ a
b/d.=alc pmeat "
Formule 22h \
PernunaUOn Y 10
des lignes
8
c/a=d/b. a=DHC a|
Formule 22i d " | d"
Inversion des bzég formules 22m
quotients € de la quatriéme % Q/E
c= ad proportionnelle
b SR
d :E a K
a [1]x-q kal| kc
Table 22n kbl kd
alk| c/k
b/k| d/k

Tables 22p
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8MO02 Tableaux de proportion étendus — Loi additive

12- L'égalité des quotients en ligne ou en colasidransitive (tables 22q). De proche en procheean alors
construire des tableaux de proportion étendusrioatbre quelconque de lignes ou de colonnes. D&abésaux
étendus on peut extraire des tableaux élémenthérgsiatre valeurs.

13- Par exemple pour la table 22r on a d'aprésdsss en rouge la proportion de la table 22s quielta

quatrieme prportionnelle = 10X45_ _ 45,
% =% puis% = %donc%l =% d'ou la table 22q. on peut recommencer autantidegyfr'on veut
(table 22r).

14- On peut augmenter le nombre des colonnes ou dgges : tout tableau de quatre nombres extraits
de ces tableaux étendus est un tableau de propomio
Démonstration

La table 2 donn%l ...===qdonca=bq...e=fgdonc

oa..+ee=abg..+efq=(b... +:»:f)qd0nc§l ’getM ont tous la

b 'f ab..+ef

valeurqg donc donc quelque soit le choix des coefficients. , €, on a la proportion de la
table 22tm
15- Les quotients sont égaux a une combinaison leiée des numérateurs par la méme combinaison
linéaire des dénominateurgtables 22t et 22u).
Démonstration

Le tableau de proportion de la table 4 do?tne Kixg ... +KyXy donc, sion
o kiXio... +kyXvo

appelleK le dénominateur a droi{e: kixg ... + KXy gone
(o}

K
f :Mfo :ﬁxl +k—’VxN . On identifie les coefficients, aﬁ , ... CN ak—’V-
K K K K K

15- Loi additive : Si une fonction(page 57kst continue et additive(formule 22m) alors le tableau des
antécédents et desnages est un tableau de proportioritables 22v).
Démonstration
15a- Par récurrence on démontre flue.. + X =f(u) ... +f(x).
15b- Avec une soustractioffu — V) + f(v) = f(u —v + v) =f(u) et une algeébre donri@ —v) = f(u) —f(v).
15c- f(u) = f(u + 0) =f(u) + f(0) donnef(0) = 0 doncf(0) = 0f(1).
15d- f(1) = 1f(1) est trivial.
15e- Soitn un entier naturel autre que zéroet1 : alorsl ... +1 donc
f(n) =f(1 ... + 1) =f(1) ... +f(1) =nf(1). Voila pour n entier naturel.
15f- Ensuite pour tout entier relagifon sait qu'il est une différence entre entiersineds. Par exemple,
sip=u—-von af(p) =f(u) —f(v) =uf(1) —-vf(1) = u -V f(1) =p f(1). Voila pour n entier relatif.

15g- On &(1) =f (E) avecn entier relatif non nul donc

f1) =f (% additionnén foiS) = n additions dé (l) =nt (1) doncf (l) =1 ).

n n n/ n
15g Un nombre rationng résulte d'une division d'un enti@rpar un entien. Alors
f(q) =f (%) =mf @ = m% f(1) =q f(1). Voila pour q rationnel.

Et derniére chose, les rationnels sont densesRiagmstendons par la que chaque réel est aussi pguite veut
d'un nombre rationnel doréiccondition quef soit continue dansR

limg . f(r—0 =limg_, [f(r) -q f(l)] =f(r) —limy ., q (1) = 0 dond(r) = limy ., g f(1) =r f(1). Voila pour
gréelm
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b|d bjd]f d|f
12
12 A \
c|e
ale d T c| e
b|f gl h glh
12
Tables 22q dlt
g|h
41| x -20 45 |'m
71-3 2| z |6 13 S 4510
10| 22x | —10| 5 v Tbl_22
17| 20 | —100] 8 | 2 aple 225
Table 22r
al..|e
b . f 14 : a s e Ga+8€
TableZZt b f Gb...+€f
Table 22u

Formule 22m : Quelque soit les nombre sr&adsy on af(x +y) =f(x) +f(y)

a | f(a)

a I V4
fa) | ... | (2)

x 1)

Tables 22v
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8MO03 Dérivabilité

. Soient deux grandeutsetx, la premiére dépendant de l'autre.

. On a coutume en géométrie de représenésr abscisse eten ordonnée. Or depuis le moyen age, une autre
représentation était étudiée U est l'aire de la surface limitée par la courbeésentative d'une autre
grandeun’, I'axe des abscisses et deux droites paralldlazeades ordonnées et d'abscis®tx (figure
MathOla et b).

. Le segment AB représente (figures MO1c et d)unitian dx de l'abscisse. L'aire du trapéze ABCD
représente la variatiadu pour I'abscisse allant deetx + dx. L'aire du trapéze est la moitié de la

multiplication de la hauteukB par la somme des baskb etBC, soit% AB (AD + BC). On identifie les

grandeurs : ABestdx, AD estu’ (X), etBC estu' (x + dx). La variation des entre les abscissgsetx + dx
est donc% X [U'(X + %) + U'(X)].

. Hypothése : quardktend vers zéro (ce qui s'éast — 0) alorsu'(x + 6x) — u'(x) — 0. On dit quau’ (x)
estcontinue.
. La variation exactéu deu est encadrée ainsi  :  nin dx < du < maxu' - 6x de sorte que

miru' $%< maxu'. Sur la figure M10a, min' est la longueUAE soitu'(x) et maxu' est la
X

longueurAD soit u'(x + 0x). Si le segment de courbe DC "monte" au lieu desédndre” quand I'abscisse va
dex ax + dx alors minu' est la longueufD soitu'(x + 6x) et maxu' est la longueu”AE soit u'(x).
. Conséquence : & — 0, l'abscisse restant fixe, les deux valeurs mihet maxu' se rapprochent de

u'(x) et donc% atteint une limite qu'on écrit Iig;Lo% et alorsu’ (x) < Iimaxﬂo% < u'(x). La limite, quand
X X X

ox tend vers zéro, (%H est donc égaled (x). On écrit cela Iirgy_,()@ =u' (X)| ou encorg . u' (x)].
X

ox OX

. Définition : u'(x) s'appelledérivée deu(x).

Fonction Fonction
dérivéeu’ dérivéeu’
uM.. A ux+o) .. A

u'(x + ox) u'(x)

u'(a) Aire = u(x) —u(a) u' (a) Aire = u(x) —u(a)
Variable Variable

»

a X a X

»

X + 8x X+ 0x
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8MO04 Le raisonnement "éta epsilon"

8. Soitn un nombre positif. Sofix un nombre quelconque. Dire gdeest inférieur au seui signifie
I'encadrement f < dx < +n. Il est illustré figure MO1e.

9. Imaginons (figures M0O1c et d) un nombre positif mah. Quanddx est inférieur a un seui, la différence
u'(x) —u'(x +dx) (figureM01c) ow'(x + ox) — u'(x) (figure MO1d) finit par devenir et rester pludipequet.

10.Dans le cas de la figure M10c,ux) — u'(x + &) < €, alors les opposés des deux membres donnent

u'(x +&x) — u'(x) = —¢, soit —e < u'(x + 0x) — u'(x).

11.Sur les figures MO1c et d, dans les deux cas,dona lI'encadremente< u'(x + dx) —u'(X) < + €. Il est
illustré figure MO1e.

12.0n en déduit I'expression rigoureuse du passagédiraite. "Sie est un nombre positif non nul, il existe un
nombren lui aussi positif non nul tel que sin< dx < + 1 alors - < U'(x + 0x) — U'(x) < +€". On dit que
cette expression est du genre "éta epsilon”.

13.Dans le langage "éta epsilon" I'idée exprimée ligs&&crit ceci : " est un nombre positif non nul, il
existe un nombrg lui aussi positif non nul tel que & < n alors — s% —u'(X) s +eg"
X

—
D F
U' (X + OX) roooeoommreeeeeees -
. E L |E E &
u'(x) C u'(x + 8x) C
A B o A B .
L X »

X + OX X + OX
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8MO05 Encadrements

14.Si—e<a—b < + ¢ alors en prenant les opposés les inégalités serneint donc € > b —a > —¢ donc on
peut écrire €< (—a)— (-b)<+eet-e<b-a<+e.

15.Si une différenca — b est encadrée selore< a—b < + € alors on sait que la différence ne change pas si o
additionne ou soustrait le méme nombeeeib, donc on saitquese<(@a+h) —b+h <+ecet
—e<(@a-hHh-b-hH<+e

16.Si une différenca — b est encadrée selore< a—b < + ¢ alors par addition de on sait que
b-e<a<hb+e. Laréciproque est vraie.

17.Sik est un nombre positif non nul et si une différeaeeb est encadrée selore<a-b< +¢ alors en
multipliant les trois pakona ke<ka-k b< +ke.

u'(x + 0x) — u'(x)
A

+e
I_________I
: | €
| 1
! |
] » X
-m N
1
: !
1
IS
- \\\
* Dans ce cadre, Ax B
—n<oxs+net

—& SUX+0X) —Uu(X)<+e X+ 8

v
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8MO6 La relation "presque égal”
18.La relation= de la ligne 6 est un "presque égal". Le raisonmrféta epsilon” permet de démontrer ses
propriétés intéressantes. Il ne s'applique qu'da@sroche d'une limite. Cette limite n'est pasiate (si non
le dénominateudx serait nul) mais I'écart a la limite est suffisaingetit pour pouvoir assimiler le "presque
égal" a "égal" sans commettre d'erreurs de raisnane
19.Soient deux fonctions(dx) etV(dx). Enlangage "éta epsilon"dire queU(dx) = V(8x) s'écrit'quelque soit
le nombre positit il existe un nombre positif tel que si - << +nona-<UOdX) —V(dX) < +¢g".
20.0n n'est pas obligé de n'utiliser que les lettrese. Par exemple la phrase suivanteé gst un nombre
positif non nul'quelque soit le nombre positif non rauil existe un nombre positif tel que si
—h'<dx<+hona-Ke<U(OX) —V(dx) < +Ke" a exactement la méme signification que la prédéden
21.Soient une fonctiond(dx) et deux nombreks etM telles que(dx) = L etf(dx) = M.
1° On peut écriréquelque soit le nombre positif non rail existe un nombre positif' tel que si
—ns<d&xs<+nona-—1/2<f(dx) —L <+ 1/2¢".
2° On peut écriréquelque soit le nombre positif non rail existe un nombre positif” tel que si
—ns<d&x<+nona-€2<f(dx) —M < +¢/2, donc (ligne 15} 1/2e <M —f(dx) < + 1/2¢".
3° Conséquence :"quelque soit le nombre positif non raull existe un nombre positif (c'est le plus
petit den' etn") tel que(en additionnant membre & membre)< M —N < + £". En conséquencigjuelque
soit le nombre positif non nal —e <M —N< +¢". Cela n'est possible queMi= N. Une limite, quand elle
existe, est toujours unique
22.La relation= est réflexive, symétrique et transitive.
— Réflexiveveut direU(dx) = U(dX) parce que quelque soit I'écart a la limite dies U(dx) = U(dX).

—  Symeétrique veut dire "siU(dx) = V(dx) alorsV(dx) = U(dX)" : si"quelque soit
le nombre positif non nud il existe un nombre positif tel que siH <OX< +1)
on a—< < U(dx) —V(dx) < +¢" est vraie, alorsquelque soit le nombre positif non
nul € et pour le méme nombre positif, si —n < ox < +n on a(ligne 15)—¢ <
V(&x) —U(dx) < + ¢" est aussi vraie.

— Transitive veut dire "siU(dx) = V(6x) etV(dx) = W(dX) alorsU(dx) = W(dX)" : si"quelque soit le
nombre positif non nu il existe un nombre positif* tel que si'< X< +n'ona— 1/Z <U(dx) — V(0x)
<+ 1/2¢" et"quelque soit le nombre positif non raill existe un nombre positif” tel que si A" < &< +
n"ona — 1/2< V(dX) —W(OX) < + 1/2¢/" sont vraies, alors par addition membre & memise de
inégalités il vient'quelque soit le nombre positif non raiil existe un nombre positif (c'est le plus petit de
n'etn")telque si A <dX<+nona-£<UdX)—WOX) < +¢g".

23.Cette transitivité s'étend aussi a un "panaché'tidas relations "presque égal" et "égal" :vailde soi que
si U(0X) = V(dx) etV(dx) = W(dx) ou siU(dx) = V(dx) etV(dx) = W(dx) alorsU(dx) = W(dX).

24.SiU(dx) = V(dX) est vraie, alorsquelque soit le nombre positif non raill existe un nombre positif tel
que si 1 <ox< +nona-£<U(dx) —V(dX) < +¢" alors parce que les différences
U+m-V+metlU-m-—(V-n)sont égales & —V, on peut affirmer quéquelque soit le nombre
positif non nule il existe un nombre positif tel que si-H <d<+nona
—£ < (U(dx) + mou —m) — (V(dx) + mou —m) < + £" est vraie, dontd(dx) + m= V(dx) £ m.

25.SiU(dx) = V(8x) alors"quelque soit le nombre positif non raill existe un nombre positif' tel que si
—n'<sd<+n'ona-£<U©dx) —V(dX) < + £ donc (ligne 15)-€ < V(dx) — U(dx) < + € soit
—e<—U(dx) —V(0x) < +£" est vraie, on a Y(dx) = — V(dX).

26.Soitk un nombre positif non nul. $l(dx) = V(dx), alors"quelque soit le nombre positif non raull existe un
nombre positif) tel que si - << +n ona-£<U(dX) —V(dxX) < +¢" est vraie, dontquelque soit le
nombre positif non nu il existe un nombre positif tel que si- <d&<+nona
—1ke<U(dX) —V(dxX) < + 1k €" est aussi vraie, donc parce qu'on peut multifgedeux membres d'une
inégalité par un méme nombre positif non nul, out gerire"quelque soit le nombre positif non ral
existe un nombre positif tel que si ) << +nona-£<kUBX) —k V(0x) < +¢" est vraie. On a donc
k U(dx) = k M(dX).

27.Soitk un nombre négatif non nul. Alorsk-est positif non nul donc (ligne 26)k-U(dx) = —k V(dx) donc
(ligne 25) k U(dx) = k V(8X).

28.Pourk nul, k U(dx) etk V(dx) sont nuls donc égaux quelque soitdonck U(dx) = k V(0X).
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8MO07 Grandeur dépendant d'une seule autre grandeur

29.Soient deux grandeutsetx, la premiére dépendant de l'autre.

30.0n a coutume en géométrie de représentar abscisse eten ordonnée. Or depuis le moyen age, une autre
représentation était étudiée  u est l'aire de la surface limitée par la courbeésentative d'une autre
grandeun’, I'axe des abscisses et deux droites paralldlazeades ordonnées et d'abscis®tx (figure
MathO1a).

31.Le segment AB représente une variatdarde I'abscisse. L'aire du trapéze ABCD représanvariationdu
pour I'abscisse allant deetx + ox. L'aire du trapéze est la moitié de la multipiicatde la hauteuAB par la

somme des baséd etBC, soit% AB (AD + BC). On identifie les grandeurs  :AB estdx, AD estu’ (X),

etBC estu' (x + 0x). La variation dau entre les abscissg®tx + dx est doncéL OX [u'(x + &x) + u'(X)].

32.Hypothése : quarktend vers zéro (ce qui s'éadit — 0) alorsu'(x + dx) — u'(x) — 0. On dit queau'(x)
estcontinue.
Conséquence : lavariation exaiteleu est encadrée ainsi  :  nuin 0x < du < maxu' - & de sorte

que miny' S% < maxu'. Sur la figure M10a, min' estu'(x) et maxu' estu’(x + 6x). Sidx — 0, l'abscissa
X

Céu

restant fixe, les deux valeurs mihet maxu' se rapprochent dg(x) et don o atteint une limite qu'on écrit
X

Iimax_,o% et alorsu’ (x) < |im5X_,o% < U'(x). La limite, quandx tend vers zéro, 0%5 est donc égale an (x).
X X

X
A A ou _ . ou_ .
On écrit celg ling_ o—=u' (X)| ou encore—=u' (X)|.
OX OX
Soientu etv deux grandeurs mutuellement dépendantes, au serla galeur de dépend de celle deet

que la valeur de dépend de celle de Si% a la limiteu'(v) quanddv tend vers zéro, vu ql%! % =1 quelles
v v du

gue soient les valeurs &g, donc on a Iin’gu_,o% - lim 5\,_,0? =1 soitf u'(v) - v'(u) = 1].
v u

33.En langage "éta epsilon" orf'quelque soit le nombre positif non raull existe un nombre positif tel que si
—n<ox<+nalors — s%—u'(x) < +¢" vraie. Cette phrase dit aussjuelque soit le nombre positif non
X

nul € il existe un nombre positif tel que si A < 0x < + 1 alors —€ dx < du —u'(X) 0x < + € dx donc
—eOX—U'(X) X< U< U'(X) Ox + & dx donc(— € —u'(X)) dOx < ou < (U'(X) +€) ox". Comme cette phrase est

vraie quelque so# positif non nul, Newton proposa I‘expressidu = (U'(X) + O(dx)) 6x| ouO(dx) est

positif ou négatif mais aussi petit qu'on veut.
34.En conséquence, on étend l'usage du signeette expression de Newton et .
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8MO08 Grandeur dépendant de plus d'une autre grandeu
35.Soit une grandeur dépendant des grandeursty. On peut tenir les raisonnements précédents ettialdo

ces expressior@ =uy (x;y)| et Ly (x;y)| puis|du=uy(x;y) 8| et|du=uy(x;y) dy|.

OX y fixe 6y x fixe

36.Mais aussi on peut appliqusuccessivemenies effets des deux variatiods etdy. Il vientd;u = u'y(x ; y) Ox
etdu = u'y(x + dx ; y) dy. Siu' est continue er ety alors pour & assez petit on peut écrida = u'y(X ; y) dy.

En conséquence, le cumul des deux variatborns d;u + d,u donne| Ou = U'(X;y) X+ UYX;Y) 6y|.

37.En 1770 Condorcet proposa I'écrit;ég =9u et u ~%u . Par identification avec la ligne 35,
6)( y fixe aX 6y x fixe ay

ou - uy| et|===uY|. La ligne 36 donne alordu 2@& +a—u§y .
X oy 0x oy
38.Si, en physique on obtient une formule condue a ox + 3 dy quels que soient les valeursdieetdy alors
ou

oy’

39.La démarche de la ligne 33 est applicable aux ééspartielles, dong, - v, = 1. Avec I'écriture de

on identifie les coefficienta etp a respectivemelf-gtH et
X

@ﬂ:l
ov du

40.Retour sur la ligne 36. Si on ne néglige puslevantx, on a (figure MOL1fpu = u'y(x ; y) ox et
BoU = U'y(x + OX ; y) By avecu'y(x + O ; y) = U'(X ; y) + du',. Pour connaitréu'y on applique a/',(x ; y) la
formule de la ligne 35 en l'adaptant avec le charaye de roles — u',. Cela donnéu'y = (u'y)'y dx donc
Su = (U'y(x;y) +(Uy)'y 0x) dy. On récapitule : du = d,u + d,u donc
du=uy(x;y) dx+ (Uy(x ;y) +(Uy)'y OX) By.
41.0n peut refaire la démarche précédente en échangsadles des coordonnées, ce qui donne directieme
Ou = Uy(X;Y) Oy + (U(x;Y) + (UYy)'x dy) Ox.
On développe et factorise les formules. La lignel@8nedu = u'y(x ; y) dx + U'\(X;y) dy + (U')'y dx dy soitdu =

Dalembert

d3u + Ju=U'y(X;y) (B + dy) + (U)'y Ox dy. De méme la ligne 40 donne ou=
uW(Xx;y) By +dx) + (U'y)'y Oy dx. Par transitivité de=" puis apres soustraction dg(x ; y) (dx + dy) aux deux
membres et division p&x 8y on obtient ('y)'y = (')« L'écriture de Dalembert donne u'y :%, uy :%
y X
, | a% d %
(U = Ou’y et uy)x= ou'y donc par substitutiofu'y)'y =Wt uy)'x= —2X Mais ces formules sont
0x 0 0x oy
' ; 4y — 00U v _0ou vy _ 02U vy _ 0%
encombrantes, c'est pourquoi on les atj})’, = —— et (U)'x =—— ou encoreu)'y =——et U')'x =———.
pourd datiyy oxay ) adyox Gy oxay uy dyox
On retiendra identité de Schwartz et Weierstras$1861) Qu _ 0u .
0xdy 0yox
o4u
y+oyf--------- 3
63[,] 62U
y __________ 1 1
;ou
X X + 0%
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8MO09 Le logarithme népérien
Etymologie : le mot "logarithme" vient d& KwARISMI né dans l&Kwarezm une province de
'empire arabe du Vllle siécle :  c’estdde surnom d’un mathématicien perse de cetteudpdop
mot "népérien” vient de BPEROU NAPIER, mathématicien britannique du XVlle siécle.
Le logarithme de est (figure 10a) I'aire de ABCD. Le nom de ceigerfe se lit en tournant dans le sens
positif comme en trigopnométrie. Le logarithmewdest I'aire de AEFD. Le nom de cette figure sedit
tournant dans le sens négatif comme en trigonoenétri
Exemples sur le figure 10a : l'aire jaunreck est léogarithme népérien de 4 écrit In 4. L'aire jaune

clair est In%. L'aire In 4 est positive alors que I‘aire%lest négative.

Le logarithme de 1 est |'aire du rectangle apl&DA donc.

Sur la figure 10b est encadrée la variation durittyae pour une petite variation de I'abscisserpeige
pour les logarithmes négatifs et en bleu pour &etifs. La variation exacté In x pourx allant de
I'abscisse de A a celle de B est I'aire de la &MBCD, plus grande que celle de ABCE et plus eefite

1

celle de ABFD. On a donc la double inégaﬁté( <dInx< w3 ox. Une division padx des trois
X + Ox

membres donn%s SInx < 16 . Sidx est assez petite devaqialors cet encadrement montre que le

X  x+0x

dInx

quotient . On dit quda dérivée de la fonction

se stabilise sur la valeglrdonc lims_ o Slnx_1
X X

logarithme est la fonstion inverse

En conséquence, Ii@g_,oélnx=%6x .

b b

En conséquence, par cumul des variatio}s 8 Inx = Inx —In 1 = Inx d'od| Inu = liMpaxsx 0 Zl oX|.
x=1 x=1

ab a x=ab
INnab=1img_ o2 0N x=1lim 5_ o>, dln X +1im 5_, ¢ 2. 8ln x. En rouge on reconnait la définition de In

x=1 x=1 x=a

e . . Y& S Inyla
a. Le terme en bleu est en définisspebmmea x (ce qui donne&=y/a) : lim sz 0 2. onya
yla=1 6(y/a)
. : : °. 5 1n :
o(y/a) soit, en renommaitt le quotienty/a la formule IlméqHOZeS—q 8q qui est celle de lb donc
q=1

[Inab=Ina+Inb]| (formule 10d)C'est la propriété fondamentale du logarithme : il transforme

une multiplication en addition.
Par récurrence on démontre quedn.(m) =Ilna... +Inm.

Cas particulier : siestun entier naturg¢l |"=nlnal.

Siq est le quotiené/b on aq b=a donc Ing b= Inadonc Ing=Ina—Inb donc| Ina/b = Ina— Inb|.

La formule 10b montre que &k etx sont positifs d In x est positif, donc giedogarithme est une
fonction uniformément croissante

Sivest 1/2alorsInv=1In1-nIn 2 = —nIn 2 qui tend vers <o quandn tend vers 40 donc quand tend
vers zéro (sans jamais l'atteindre). De mémeesit 2 alors Inu =nIn 2 = qui tend vers ¢o quandn tend
vers +oo donc quandi tend vers +o. Le logarithme croit uniformément de —oo a + o0 quand son
antécédent va de zéro a ¢o.

Soit une fonctiory =f (x) telle que sbx —0 alorsdf —0. Alors lims,_o (6I§f %) =1 5f_,0% - limgy
3 dond fim, o SINf 1 o &
~0%5 donc]| limy o ™ : lims, o o
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A
3 ,,,,,,,,,,
Fig.10a : définition
du logarithme
o] ISR S
Bissectrice = Axe de symétrie
1 F !
v Courbe représentative dé (x) =%
1
1 '
2
C
1 —
\
3/ i
4 g Ei A B ‘ >
11 1 2 3 4 o
3 2 u
Fig.10b :
petite
variation du
logarithme

v

Fig.10c :
grande
variation du
logarithme

(aire =3 In x)

v

A MN B
(abscisse :a) | (abscisse :b)

(longueur =3x)
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8M10 L'Exponentielle

On a vu 8XX que le logarithme est une fonctioncrnent croissante dont les images vont de & + oo
guandx va de zéro a %o, ce qu'illustre la figure 11a en bleu. On a vu gse zéro n'a pas d'image.

En conséquenca,étant un nombre donné entre zéro (exclu) &t, ¥équation d'inconnugqui est Iny =x a
toujours une solution unique écrite expt dite "exponentielle d¢', ce qu'illustre la figure 11a en rouge.
On a donc I'équivalence entreyir x ety = expx.

Par substitutio In exp=x| et| exp Iny =y].
On retrouve le fait exp 0 =1
On voit la solutiore de I'équatiof}_Ire = 1], donc| exp 1 =).

Compte tenu de la croissance uniforme du logariffoneen déduit logiquement la croissance uniforme d
I'exponentielle de zéro (exclu) quaxgient de —co a +co quandx va vers +oo. On voit aussi que
I'exponentielle est toujours strictement positieeOdquandk vient de —o a +co quandx va vers +o.

Vu que (8XX) Iimjyﬁoél?ny :% ona Iins.nyw% =y donc par substitution (phrase ,é)%% = expXx|.
y ny X

La fonction exponentielle est égale a sa dérivée

En conséquence podix assez petitbé expX = expx 6x|.

10.Soit une fonctioty =f (x) telle que sdx —0 alorsof —0. Alors

liméXﬁO

00—

f X

5 eégxfgx} = limg, o (6 eégffgx) %} _ ”mafﬂoé_exzsm - limg_o 2 donc

_M_He)éfx =expf-§_
X

OX
11.Exemple de calcul extrait du §XX PP STk -y exp 6./ kg) — Inexp Gaoe / ks) =S _Sup
exp Gaos / ke) ke ks
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1 % , ici l'aire de
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L i i : la fonction logarithme jaune
R 'y foncée
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A | '
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jaune clair

Fig. 11 : fonction
logarithme (en bleu) et
exponentielle (en rouge)
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