ELECTROMAGNETISME

Cet ouvrage est un chantier inachevé.
le propose quand-méme pour aider le
étudiants ou les éléves en difficulté
avec la modélisation mathématique.
Vous trouverez de la redondance en
couleur "prune" car des détails
pédagogiques ne me plaisaient pas to|
a fait.

En annexe, j'ai mis une réinitiation a I
géomeétrie analytique a I'origine
destinée a des collégiens et des lycée
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La dynamique newtonienne
Cette théorie est née pour décrire les mouvemeétsuniques. Pour un mouvement naturel la poski@nm),
le temps (ens) et la vitesse, (enm s?) sont liées par des relations comme=ciix - & = v, dt ol dx est la
vitessev,.
De méme, la vitessg le tempg et I'accélératiom, (enm s?) sont liées par des relations commeddy, - d
ou dv, est l'accélération,.
Galilée s'est servi de ces représentations méeégyar les aires pour formuler sa théorie des sliés corps
partant de l'idée qu'ils tombent avec une accébérabnstante. La fig. b devient un trapéze redeadgnt I'aire

représente la distance de chutex, et vau% a, 2 + Vo t. L'expérimentation lui a permis la premiére mesure

d'une accélération de I'histoire des sciences.
Newton proposa dééfinir une force comme un pouvoir d'accélérer un corpgproportionnelle a la fois a
l'accélération produite et a la masse accéléréecBe idée est née la formig=m g. L'unité d'une force est
donc lekg m sZ.
Tout ceci peut étre répété trois fois, une par dsiwn de I'espace, l'indice x de I'abscisse é@nplacée pary
de l'ordonnée et z de la cote.
Dans un repére orthonormé, le carré de la distasicka somme des carrés des variations des coardsnn
di? = o + dy? + dZ = (w2 + w2 + 2 dt” donc distance et temps sont proportionnels avemefficient de
proportion qui est par définitioriritensité v de la vitessesolution algébriguement positive de I'équation
V= V2 + V2 + V2 soitv =4 v + V2 + v,
Dans un repere orthonormé, on définit de mémtefisité a de I'accélérationsolution algébriquement positive
de 'équatiora’® = a, + a’ + a,° soita =/a’ + & + a,° puis l'intensité" de la force accélératrice
F?=F’+F+FsoitF =A[F,*+F2+F

§ L'énergie
Par simple curiosité mathématique, Newton a déraargrqui est aujourd'hui teéoréme de I'énergie
cinétique Pour une simple force exercée sur un corps eslaton il s'exprime

Fy dx + F, dy+ F, 0z= d@mvz).

En géométrie le membre de gauche est le produdiseau vecteur force par le vecteur déplacenargsi
appeléravail dW (de I'anglaisvork). Le membre de droite est la variation d'une geandontenue dans le
mouvement, en green ergosl'énergie L'unité du travail est donc kg m s> m = kg m? s2. Comme I'énergie
est de la méme unité, le 1/2 de sa formule n'aljpeité (on dit aussi que l'unité estlle
Si le corps subit plusieurs forces en méme temps, @nvenu d'additionner leurs travaux :
Y aw=dmv?/2).

forces

Les apports de la révolutio industrielle

Pour un ensemble de corps — par exemple une maehinea onvenu d'additionner membre a membre les
travaux et les énergiey, aw=y  d(mv/2).

corps, forces corps
Les travaux peuvent étre classéenservatifsetnon conservatifs Est conservatif un travail indépendant de

litinéraire suivi par le corps entre un état aliD et un état final A donnés :
aw+Y aw=y  d(mv/2).
corps, forces, non cons . corps, forces, cons corps .
Les travaux conservatifs sont regroupés avec legés :

aw=y  dmv/2)- aw.
corps, forces, non cons corps corps, forces, cons
A droite de I'équation, vu que les travaux sonépehdants de l'itinéraire, on les exprime par regpan état

pris comme référencéM=Wo" = W' + Wef* = —WA"™" + Wp'®" = — W, —=Wp"®) = — dW"™ donc

W=y  dm?/2)+Y we=d [Im@+Y dwre|
corps, forces, non cons corps corps, forces, cons corps 2 forces, cons
a droite la notion d'énergie s'est diversifiéesnieV’ / 2 sont legnergiescinétiqueset lesw™' lesénergies
potentielles

On classe les travaux selon l'origine intérieureextérieures au systeme de corps des forcesayailtent.

On classe aussi les travaux et les énergies cirggtiselon I'échellemacroscopique ou microscopigse d
mouvements, le seuil étant la visibilité au micayse optique, c'est-a-dire le micrometre.

Il'y a aussi le classement entre les travaux deg$ade contact et exercées adistance.

Tous ces classements sont indépendants les uasides. Par exemple, en interne, on connait lagiése
cinétiques micro ou macroscopiques, ou potentieldesontact micro ou macroscopiques ou a distamice ou
macroscopiques.
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Les travaux de Joule
Les travaux de Joule sur les moteurs et génératéieetriques ont montré que I'électricité foumitabsorbe
une énergie (en joules) égal&al I t=K; U q.
L'unité deU, est la force électromotrice d'un élément de ¢lé/olta, d'ot son nom, ieltV.
L'unité del, I'ampéreA, a été choisie pour que le coefficient de propardgsoit égal a 1.
Laloi de Coulombqg =1t définit I'unité de la charge électrique cleulombC selon la formuleC = A s.
L'électron voltest I'énergie échangée quand une charge élénesmtairaverse une différence de potentiedie
1 volt.
Les quantités de chaleur échangéesffat Joulesont données par la IQpaeur=J U 1t=J U g Avec les
unités calorie (qui correspond a la variation diefapérature d'un gramme d'eau liquide de 3,5 a@),5volt et
ampeére, la constante de Jodileaut 418Q)/cal = 4180kg m* s? cal™.
Les énergies
RichardFeynman(prix Nobel de physique, 1965), dans le tome $atecours de Mécaniquel979,a
écrit"L'énergie nous apparait sous un trés grand nombridaes différentes, et il existe une formule pour
chacune. Ce sont : I'énergie gravitationnelle, égie cinétique, I'énergie thermique, I'énergiesfigue,
I'énergie électrique, I'énergie chimique, I'énerdierayonnement, I'énergie nucléaire, I'énergierdesse.
Il est important de se rendre compte que dans {aiglie d'aujourd'hui, nous n'avons aucune connaissale
ce qu'est I'énergfe
Avant de parler d'énergie, il faut définir de ggekemble d'objets nous parlons :
on appellesysteme physiqueu pour faire plus couslystémeun ensemble donné de corps.
Ce systéme, a un instant donné, possede de I'énemiparle alors d'énergie stockée.
Ce systéme échange avec son environnement degién®n parle alors d'énergie transférée.
Les paragraphes précédente montre la nécessitassercles formes sous lesquelles I'énergie pésteex

1. Ce classement peut étre défini en se posant det@ngdont la réponse est oui ou non.
2. Cette énergie est-elle cinétique, potentielle, stece un travail non conservatif ?
3. Cette énergie est-elle d'origine interne au syst@mexterne ?
4. Les corps et leurs mouvements sont-ils macroscepiqu microscopiques ?
5. Le seuil de taille des corps est la visibilité agnwscope optique.
6. L'ensemble de réponses possibles est exposé dasdau ci-dessous. En rouge sont les énergissada
dans le domaine de la thermodynamique.
Nature Qualités Manifestations
Cinétique Interne Micro Chaleur
q Macro Courants de matiére, mouvement des solides
Micro | Cohésion de la matiere, forces entre ions ou @éhtrgrons et noyaux, forces nucléaires faible e fp
Interne
Macro Forces entre parties électrisées ou aimadtéesrps
Potentielle
Micro Mouillage du corps par son environnement
Externe
Macro Forces entre corps électrisé ou aimantéreesvironnement
Micro Effet Joule, conduction de la chaleur
Interne
Macro Frottements internes
Travaux non
conservatifs Micro Rayonnement de la chaleur entre le systéme etradroenement
Externe
Macro Pression et frottements du corps sur sorr@mvement.
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L'électromagnétisme
Au XIXe siéecle, une flambée d'expérimentations etalthéorie sur I'électricité et le magnétisme ont dmé
un ensemble de lois et de définitions dont MKkwWELL a fait une synthése dans ses célébres équations.
Ici les variations des grandeurs a intégrer soihesofonction du temps (et dans ces cas on medégtant) soit
en fonction du lieu (et dans ces cas on détlevant).
Ainsi selon le cas on écrira les intégralgsdx ouff OX.

Loi de Coulomb

Elle a été congue sur le modele de la loi d'afaainiverselle de Newton sous la forfre Geoy Qo q% eole
r

est un vecteur unitaire dont une fleche sort direafiune boulef la force subie par une autre boulg,, est la
constante de Coulomb, analogue de la constanteagtiétadion universelleg, etq la charge éléctrique des boules
etr la distance entre leurs centres.

L'unité deGeoy est la solutionX de I'équatiorkg m s? = X C?m? donc lekg m*® s?C™2

Le champ électriquesst par définition le multiplicateur de la chaegeélérée donnant la force accélératrice
F=qE.

Les unités électriques sontdeulomb C pour la charge et leg m s C™* pour le champ.

En conséquence de l'al.5, autour de la boule chgggée champ edtE = Geoy qor—l2 e

Soit la sphére centrée sur cette boule passate pantre de |'autre boule : son aire estrd et sur elle le flux
du champ électrique e EdS= f Geoul Jo r_12 €3S = Geoul o 12 f edS ouf edSest l'aire de la
S| S| S|

sphere phére phére phére
sphére, don E 8S= 41 Gcoy go- Une convention internationale a proposé de renapermittivité

sphere

électriquedu milieu entre les boules la constanolution de I'équatioa'1 = 411 Gcoy. On retient donc
EdS=¢cq,et(al 7)E :qu%e.
4me r

sphéere

En les laissant de rapprocher d'une distamgda force travaille de\W = — Geoy Qo qr—l2 e or. Le signe moins

rappelle que cette énergie est perdue par lesephér
Par comparaison avec l'al. *Vd= —q E dr.
Les expériences de charge et décharge des boutgsemidaloi de charge du condensategr=C U ouC est la
capacitéde I'ensemble des bouled kta tension électrique.
Cette énergie peut étre donnée aux boules immatmildss chargeant selon la loi de Joule
dW=+Udq=+U CdU = +qdU. La comparaison I'al. 10 donn& & —E or. On dit que le champ électrique
est 'opposé dgradientdu potentiel électrique.
De I'al. 8 vient E 8S = ¢ dg,. Ici, la sphére est centrée sur la boule de chgrgéson rayon est la distance
sphere
r entre les Centreps des boules. D'apegsre loi de Coulombla variation de la charge e d | dt, | étant
l'intensité du courant liée a la densité de courgatrl =j dS. On a donc @, =j dS dt. Vu que hors du
conducteuj est nul on peut écrireqgl= j dSdt.
sphere
Comme la variation d'une intégrale est l'intégddda variatioT dE 8S = €] dSdt. Par définition, le
sphere sphere
courant de charge des boules estaurant de déplacement ' '
La généralisation a un solide mathématique queloerd a n'importe quelle répartition des couralestéques
dans ce solide n'a pas été contredite par I'expétation :f dE dS = € jgepl dS dt. Une division par le

sphére sphere

0E :
temps donn —=90S= € | dgep1 dS.
p iphére ot L : e

phére
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Loi d'Ohm
Par analogie avec I'hydrodynamique, Ohm postulipisadU dS = pgs Or | ou dU est la tension électrique a
laquelle est soumis un trongcon de conducteur dguleur dr et d'aire de sectioBS et pgs la résistivité du
conducteur. On reconnait la définition de densité de courani solution de I'équatiopdS =1 donc
dU = pygsj dr. Par identificationE = pyes] .
Loi de Pouillet
Pouillet avait expérimenté sur la totalité du cirélectrique, generateurs compris, et montré gueil
f Pesj OL = OE4| mot OU 1€SOE, mor SONt les forces' ditesélectromotricesdans les
circuit électrique circuit électrique
générateurs ocontre éléctromotriceslans les récepteurs actifs (par "actif' on entejil s'oppose au passage
du courant", ce qui est le cas des bobines etaledensateurs, les résistances ohmiques étant éofsid
comme de force contre électromotrice nulle). G&kti des mailles
Loi de laplace
Laforce de Laplacesst donnée localement pat¥ =1 (B OL) oul est I'intensité du courant électriqiele
champ magnétique &L la longueur d'un segment de conducteur. C'estfiaitiign officielle du champ
magnétique. Cette formule est d'origine expérimenta
Le travail de cette force estMi= 6F dX = —1 (B O68L) dX ou dX est la distance parcourue par le segment de
conducteur, doncW = —| B (6L OdX) (régle d'échange du produit vectoriel). Le sigr@ns rappelle que ce
travail est de I'énergie donnée par le segmenbdéducteur.
Cette énergie est fournie au segment par le générékectrique selon la loi de JouM/e + 06U | dt oudU est la
tension électrique a laquelle le troncon de coreluoest soumis.
oU est liée au champ électrique (al. 12) §dr=E dL. IcidL OdX est l'aire §0S) balayée par le mouvement
du segment de circuit électrique, donk 6L dt = —B d(8S).
L'expérimentation réciproque qui consiste a supgril® générateur et a déplacer le segment de ctenduc
donnent les mémes variations d'énergie au sigreedanéc la loi -E dL dt = + B d(3S).
En outre, si au lieu de déplacer le conducteur odifie le chamB, la force électromotrice est
—EJL dt=+ dB3S.
En divisant par le temds oL = —% 0S avec deg ronds parce que ja variation du champ est dépéadan
temps et non de l'espace.
Loi de Hopkinson
HOPKINSON considérait le champ magnétique comme la densigdrant d'un certaftuide magnétique fit la
synthése de ces diverses sources magnétomotricesmgimant une loi analogue a la loi deUR.LET des
circuits électriques. Ici, le chantbjoue le réle de la densité de courpifimagCelui de la résistivité, & nag
celui des forces électromotrices.
Ona doncf PmagB OL = OEmag

tube de champ circuit électrique

Parmi les forces magnétomotrices, les courantsrigjees traversant la surface définie par le ctrélactrique

sont Ie# j 6S. L'idée de la variation du champ électrique estueede I'étude des condensateurs : quand un
circuit

courant les charge, un champ magnétique est crégecsi urcourant de déplacemerntaversait l'intervalle

isolant entre les armatures. Une division parmemadonnj‘ Jaepi0S = 8@ 0S.

solide solide
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Les équations intégrales de Maxwell
L'équation de MXWELL & GAUSS est une généralisation des lois de I'al. 8 a wimepquelle surface fermée
avec une charge électrique globqla l'intérieur et une permittivi@pouvant changer selon l'instant et le lieu :

f eEdS=q.
surface

L'équation de MXWELL & THOMSON vient du concept diflux magnétique Lesspectres magnétiquesont des
expériences d'orientation de grains de limailléedelans I'environnement d'aimants et de courdetsrigues.
Les grains suggérent la circulation d'un fluide n&tgjue dans des cirsuits fermés comme les courants

électriques, le role des fils conducteurs étanésquar detubes de champans lesquels autant de fluide entre et

en sort, ce qui suscita de postuler Iafoi B S = 0. IciB est un vecteur pouvant changer selon l'instalet et
surface

lieu analogue au champ de vitesse d'un liquide'wughz, lechamp magnétique

L'équation de MXWELL & AMPERE énonce que les champs magnétiques peuvent é&eégéde trois

maniéres : par des aimants, par les courants igleetr (C'est le théoréme diAERE) ou par la variation d'un

champ électrique (courants de déplacement). Led®la résistivité électrique est joué par la t&sié

magnetiquemag qui elle-méme est l'inverse de la perméabjlitéa récapitulation générale de la loi de

Hopkinson donne

f LB 3L = 6Emag+f j68+f e%—'tfés.
tube de champ aimants circuit circuit

Les équation différentielles de Mawxell
Appliguées a des tout petits volumes ou a de tpetites surfaces ces équations deviennent lesegé@itrations
gu'on trouve comme fondements de lélectromagnétijassique.

L'équation de MXWELL & GAUSS: div (€ E) = pgecOU par définitiorpé|ec=6%q est ladensité de charget pour
X

toute fonction vectoriella(t, x, y, z) div u en est laivergentdiv u =% +%4uﬁ +% .
X 0y 0z

L'équation de MXWELL & THOMSONdonnediv B = 0.

L'équation de MXWELL & FARADAY donnerot E = —%—?.

L'équation de MXWELL & AMPEREdonnerot GB) =j+ s%—f , avec la définition de l'opérateur rotationnel

& & & € Ox Uy
rotu = aX a)’ aZ = eyay Uy :e((ayuz_azuy)_ey(axuz_azux)+ez(axuy_6yux)
Uy Uy Uy €, 0z Uz
=6 (Oy Uz —0; Uy) + € (O, Ux — Ox Uz) + &, (Ox Uy — Oy Uy).
Conservation de la charge

Prenons la divergence de I'équation d&xMELL & AMPERE: div rot ig- divj+¢ div%—'tz.
Tl

En mathématiques diot u = 0 donc 0 = diy + ¢ div%—'f = divj +%(s div E). L'équation de MXWELL &

Gaussdonne diyj +Q%e°: 0. C'est quation de conservation de la charge électrique

Le potentiel vecteur
En mathématiques un simple calcul montre queativ = 0, analogue a I'équation de Maxwell et Thomsen,
qui induisit I'idée que le champ magnétique esbtationnel d'une fonction vectorielle de I'espAce x, v, 2) :
B =rotA.
Le potentiel scalaire
De méme le rotationnel d'un gradient est toujodestiquement nul. De I'équation deAMWELL & FARADAY

vientO =rot E +% rot A =rot (E +%A). En mathématiques, le rotationnel d'un gradientaegours nuld'ou
l'idée queE +%—'i‘ soit le gradient d'une certaine fonction scalded'espace. On sait déja (al. 12) Guest

l'opposé du gradient du potentiel électrique, tlidée d'étendre cette définitiorc:+ %—'i‘ =—grad U.
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Harmonisation des formules en quatre dimensions

D'aprés les alinéas précédents,

Oy A, -0, A — 0 Ax—04(Ulc)
B = azAx_axAz etE = —8tAy—8y(U/C) ..

Ox Ay — 0y A — 0y A, —0,(Ulc)
Remplagons le tempggar lacoordonnée temporelle=c t: alors%%—'? =0A et%

EJ/c=—0: Ac—0A, Ejlc = =0 Ay —OyA, EJC = —0: A, —OrA: .
Numérotons les coordonnées avec un indicpasition exposant T est numéroté et x, y et z respectivemeht
2 et eton appellguadrivecteur potentietiu champ le vecteur de I'espace tedmie coordonnées
A°=U/C

est renommé, de sorte que

1 0 A’ — 03 A° — B Al -, A°
a A=A 1 3 1 2 0
A= A=A ,doncB =| 03 A" =0, A’ |, et=E =| — 0o A°—3.A° |.
A=A oL A2 -0, At — g A% —5A°
- Z

L'intervalle relativiste est la solution algébriguent positive d de I'équation

4 = (c d)2— dC — dh2 — &P = di? — ¢ — o2 — &7 = ()% — ()2 — () — (B2

1000
I . . 0-10 0 . . .
Considérons la matrice diagonalg = 00 -10 [ Sasignatureest la suite de signes (+ ———) sur la
00 0 -1
3
diagonale principale. Le carré de l'intervalle stédors & = > gap @ oX.
aetb =0
U/c
3 -A
Définissons Bbaissement d'indices, = Y. g, Ui Up =W et, poub O {1, 2, 3}, up = —U" etA, = —Aj .
b=0
—A,

B'=0; A0 =0, A, B2 =01 As—03 A, B3 =0, A1 -0, Ay,

EYc = 00A1 — 01 Ao , EYC = A0 — 82 Ay , E3lC = 8oA3 — 03 Ao
Par définitionFa, = 0, Ap — 0p Aa. On aF,, = —F 4, (antisymétrie). Alors
Bl = F32 , BZ = F13 , B3 = F21 , E1/C = FOl , EZ/C :F02 , E3/C = F03.

0 EYc Fc Elc
-EY% 0 -B® B?
-E% B® 0 -B'
-E%-B* B 0

Ces grandeurs forment le tableay =

3
Avec le méme tableau mais éaff, on procéde adlévation d'indicear® = Y g™ u, et le tableau précédent
p=0
0 EYc Flc E¥c

E 0 B® -PB°

Ec-B*> 0 B

E% B> -B' 0

0 EYc Elc Elc
E/c 0 -B® B
Ec B2 0 -B
E%c-B* B 0
La double élévation d'indices donnéosil {1, 2, 3} F® = —F¢, , sial {1, 2, 3} F® = —F4

0 -EYc-FE%c-FElc
Ec o -B® B
Efc B 0 -B
E% -B° B' 0
Laforce de Lorentzst donnée paf =q (E + v OOB). Elle exprime I'effet du champ électromagnétiquele
mouvement d'une particule charggeléduite de l'analyse expérimentale de la foreetétjue et magnétique
combinées sur un conducteur parcouru par un coatactrique, ldorce de Coulomtetcellede Laplace
Entre parenthéses on a un vecteur de coordonnées

(Eﬁvsz—vZBy] (E1+VZBS—VBBZJ (c F01+\/2F21+V3F31J

devient par exemplg®, = Fo, et poura 0 {1 , 2, 3}, F%, = —Fa, doncF?, =

De mémeF,’ =Fetpourb 0{1, 2, 3}, F.° = —F4, doncF,” =

etsiaetbd{1, 2, 3}, F** =F,, doncF® =

Ey+V, By —W B, E°+v’B'-Vv' B CFRe+VF2 + VI Fy2
E2+VXB)’_VYBX E*+Vvi B -VB' C|:()3"'V1|:13+\/2|:23
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La vitesse a comme coordonné&s * °= v, , o, szx_,ddto&t soit d(x, y ouz) = dx " "soit gx*2ou3
On lui ajoute une coordonnée temporelfe ddt soit dx° % =c. La force de Lorenz s'exprime donc

FY (VIR + VR +V RS
F2=| VOF +V’ Fa® + V' Fy | soitF° = Z Fv
FP) \WORS+VIFS+ VR a=1
On peut imaginer un&oordonnée temporelle'de la force
3
FP=qX Fvi=q(F°v' +F v+ Fv?) =q%(E1vx +Ep vy +E5vy).

a=0

On reconnait |a & un diviseampreés lapuissance du champ électrique’ =% gEwv.

3
Avec cette convention, on peut écrite= > F.,° v
a=0
Les indices muets
Einstein avait remarqué que dans toutes les exprssde la relativité restreinte ou générale chdqisequ'un
numeéro est écrit une fois en exposant et une foiadice il y a sommation des valeurs zéro a Jietdpns le

cas contraire il n'ya jamais sommation. Depuis pnisl'habitude d'omettre le sighéet ses ornements.
Le tenseur métrique
1000
- : . 0-10 0
Considérons la matrice diagonaf® = 00 -1 0
00 0 -1
3

On définit lesg,, comme solutions du systéme d'équations simultapégs, g™ = 1(@ = b) qu'on écrit avec le
b=0

3
symbole de Kronecke} gap

g™ = 3.5, Avec Is indices muets, g™
b=0
1000
. . 0-10 0 . .
La matrice diagonalg,, = 00 -1 0 convient comme solution.
00 0 -1

Note : les matrices diagonales sont toujours syquéts par rapport aux deux indiceg® = g etgas = Ga -
Note : on a l'identité®™® =g, . En relativité générale, elle n'est pas vraie.

Dans l'espace temps, les fleches d'un vecteur doonéchacune quatre coordonnées. Dans la théaie de
matrices, elles sont écrites soit en colongesoit en lignau,p. On conviendra une autre écriture : les
coordonnées des matrices colonnes auront leurdragiqoosition exposang, = u® et celles des matrices ligne
auront leur indice en position indicg, = Up.

Une dériveée, ., ,S'écrira toujours en indidk, ; ., scomme la dérivée temporelie= 0y —1%
Une élévation d'indice donr8 —%get pouri (0{1;2; 3} o= aa'
Le dalembertien estloperate% F FrE*_ & & _& =¢® iib

o X ay 02 % X2 Z ox? 0x2 0X

On convient de définir les vecteurs gauches arpgdes droits et vice-versa :

3 3
S gu, =P et g’ =u,. On appelle célever ou abaisser un indice
v=0 v=0
On a une certaine souplesse avec les indices mugtd = u, vV = u, V' =u, V"
Explorons les effets de cette pratique sur la foetorentz F° = F>v3=g.. FPv3=g” Foe V3= F® v,
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Invariance de jauge
Imaginons un changement de champ électrique et étigge en additionnant au quadri vectAule gradient
d'une fonction numérique de I'espace tempsievientA', = A, + df. Alors le tenseur du champ
électromagnétiquE,, = 6, A, — 0, Aq devientF',, = 0, Ay + 0.0f — 0y A — 020uf = Fap. EN conséquence, cette
opération ne change ni le champ électrique, nhéap magnétique. C'eshiariance de jauge
Ulc + 60]‘
R , — A+ of . . : ,
Plus concréetemendy’, = —A+o,f | On a donc par identificatiorld =U + ¢, fetA' =A —grad f.
—A; +0,f
Ondes électromagnétiques
On peut démontrer a partir des I'équations de\WELL que dans un milieu homogéreet i sont uniformes et
constants) leéquations de propagation des ondes électromagnésqu
WeO’E—AE=-pdj—€ " grad Peec,
ENSB-AB=protj. , ,
SoientEP*" et BP*" ("part" pour particuliére") une solution particié de ces équationsEt™ etB*"les
différencesE — EP*" etB — B, Alors E%"etB%" ("gén" pour "générale") sont solutions des équatio
précédentes avec membres de droite nuls :
HeB2E®" - AE®"=0 |
€ U OB - AB¥"=0 .
Les potentiels vecteuk et scalaird) sont donnés par lésrmules de Kirchhoff

Ay, 20 = f Jix_yzé—t—\@_Rz P,
R3
U(X, y’ Z, t) = 4 1 E(XSOUFCB !SOUFCB ZRSOUI'CQ t — Qeé R) dSXSOurCe'

e
R3
avecR solution de I'équationk(— Xourcd® + (Y — Yeourcd® + (Z — Zoured? = R* OUR est la distance entre le lieu de

coordonnées, y etz et les courantXsourcs Ysource €t Zsource 1) d€ la source des ondes.
Pour "suivre du regard" les ondes, on observe uft pwbile défini par

dt —\/al dR (onde sortante) = 0 ou d\/al dR (onde entrante) = 0, donc tel que/dt = 1/\[8 U. La vitesse de

propagation des ondes est dane 1/\/8 M.
Les mesures des la vitesse de la lumiére d'uneepdets grandeurs permittivité et permeéabilité ndtigone et

électrique d'autre part n‘ont pas permis de diséndes valeurs deet de b(lal. En conséquence on a admis
que la lumiere n'est qu'un cas particulier des sgdfectromagnétiques.

Un vecteur a trois coordonnées. Dans un repéremstmé dont I'axe des abscisses est paralleldigeletion de
propagation, on a trois équations simultanées ldsrgolutions sori,, A, etA,. L'abscisse est dite
longitudinale, l'ordonnée et la cote sont ditesnsversales

L'invariance de jauge permet aussi d'annuler laposante longitudinale. Les expériencepdirisation de la
lumiére et la réception des ondes radio n'ont pas conirette théorie : ces ondes sont exclusivement
transversales.

Quand elles sont enfermées dans un lieu clos aawispfléchissantes, les ondes deviennent statioem
Kirchhoff a nommeécorps noirun tel dispositif. L'exemple le plus célébre edticd'un cube d'aréte
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Loi de Coulomb
Elle a été concue sur le modéle de la loi d'aitvaainiverselle de Newton sous la forfe Geoy Qo ql2 eoue
r

est un vecteur unitaire dont une fleche sort direafiune boulef la force subie par une autre boulg,, est la
constante de Coulomb, analogue de la constanteagtiéadion universelleg, etq la charge éléctrique des boules
etr la distance entre leurs centres.

L'unité deGeoy est la solutionX de I'équatiorkg m s? = X C?m? donc lekg m* s?C™2

Le champ électriqueest par définition le multiplicateur de la chaegeélérée donnant la force accélératrice
F=qE.

Les unités électriques sontdeulomb C pour la charge et leg m s> C™* pour le champ.

En conséquence de l'al.5, autour de la boule chgggée champ edtE = Geoy qor—l2 e.

Soit la sphére centrée sur cette boule passate pantre de l'autre boule : son aire estrd et sur elle le flux

du champ électrique e EdS= Geoul Uo 12 €3S = Geoul Oo 12 f edS ouf e dSest l'aire de la
sphere sphere r sphere sphere
sphéere, don E 0S= 41 Gcoy 0o- Une convention internationale a proposé de renerpermittivité
sphere

électriquedu milieu entre les boules la constanolution de I'équatios* = 4 Tt Geou. ON retient donc
EdS=¢cq,et(al 7)E =qu%e.
41me T r

sphere

En les laissant de rapprocher d'une distamcda force travaille de \W = — Geoy Qo ql2 e or. Le signe moins
r

rappelle que cette énergie est perdue par lesephér
Par comparaison avec l'al. ’Vd= —q E dr.
Les expériences de charge et décharge des boutgsemidaloi de charge du condensategr=C U ouC est la
capacitéde I'ensemble des bouled kta tension électrique.
Cette énergie peut étre donnée aux boules immadildss chargeant selon la loi de Joule
dw=+Udg=+U CdU =+qdU. La comparaison l'al. 10 donn&l & —E &r. On dit que le champ électrique
est l'opposé dgradientdu potentiel électrique.
De l'al. 8 vient E 8S =¢ dq,. Ici, la sphére est centrée sur la boule de chgrgéson rayon est la distance
sphere
r entre les centres des boules. D'apaggre loi de Coulombla variation de la charge esg d | dt, | étant
l'intensité du courant liée a la densité de coyraatrl =j dS. On a donc @, =j dSdt. Vu que hors du
conducteuy est nul on peut écrireggl= j dSdt.
sphere
Comme la variation d'une intégrale est l'intégdada variatioT dE 6S = €] dSdt. Par définition, le
sphere sphere
courant de charge des boules estourant de déplacement
La généralisation a un solide mathématique queloemrd a n'importe quelle répartition des couraleistéques
dans ce solide n'a pas été contredite par I'expétation :f dE 3S = € jgepl dS dt. Une division par le

sphere sphere

temps donn# a—EESS:f € jaepl IS
sphere ot sphéere
Loi d'Ohm
Par analogie avec I'hydrodynamique, Ohm postuliisdU &S = pes Or | ol 0U est la tension électrique a
laguelle est soumis un trongcon de conducteur dguleuar or et d'aire de sectiodS et pes la résistivité du
conducteur. On reconnait la définition de ¢kensité de courant solution de I'équationdS =1 donc
dU = pygsj dr. Par identificationE = pyes] -
Loi de Pouillet

Pouillet avait expérimenté sur la totalité du cirélectrique, generateurs compris, et montré queil
f Pesj OL = OE¢| mot OU 1eSOE mot SONt les forces' ditesélectromotricesdans les

circuit électrique circuit électrique
générateurs ociontre éléctromotriceslans les récepteurs actifs (par "actif" on enteuil s'oppose au passage
du courant", ce qui est le cas des bobines etaledensateurs, les résistances ohmiques étant éoésid
comme de force contre électromotrice nulle). G&kti des mailles
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Loi de laplace
Laforce de Laplacesst donnée localement patf =1 (B OdL) oul est l'intensité du courant électriqiBele
champ magnétique &L la longueur d'un segment de conducteur. C'estfiaitign officielle du champ
magnétique. Cette formule est d'origine expérimenta
Le travail de cette force est\=dF dX = —1 (B OdL) dX ou dX est la distance parcourue par le segment de
conducteur, donc\W = —1 B (3L OdX) (regle d'échange du produit vectoriel). Le sigrans rappelle que ce
travail est de I'énergie donnée par le segmenbdéucteur.
Cette énergie est fournie au segment par le gé&ugrélectrique selon la loi de JouM/e +dU | dt oudU est la
tension électrique a laquelle le troncon de coreluatst soumis.
oU est liée au champ électrique (al. 12) dr=E dL. IcioL OdX est I'aire §S) balayée par le mouvement
du segment de circuit électrique, donE &L dt = —B d(3S).
L'expérimentation réciproque qui consiste a superil® générateur et a déplacer le segment de ctaauc
donnent les mémes variations d'énergie au sigreedméc la loi -E dL dt = + B d(3S).
En outre, si au lieu de déplacer le conducteur odifie le chamB, la force électromotrice est
—EJL dt=+ dB3S.

En divisant par le tem@gs oL = —aa—? oS avec deg ronds parce que ja variation du champ est dépéadan

temps et non de l'espace.
Loi de Hopkinson
HOPKINSON considérait le champ magnétique comme la densigdrant d'un certaftuide magnétique fit la
synthése de ces diverses sources magnétomotricesmgimant une loi analogue a la loi deUR.LET des
circuits électriques. Ici, le chantbjoue le role de la densité de courpiimagCelui de la résistivité, &Enag
celui des forces électromotrices.
Ona doncf PmagB L =f OEmag
tube de champ circuit électrique
Parmi les forces magnétomotrices, les courantsrigjaes traversant la surface définie par le cirélgctrique
sont Iesf j 0S. L'idée de la variation du champ électrique esiueede I'étude des condensateurs : quand un
circuit

courant les charge, un champ magnétique est crafmecsi urcourant de déplacemerttaversait l'intervalle
isolant entre les armatures. Une division parﬂmplsadonnj‘ J dep1 ©S =f s%—'tz oS.
S

solide olide
Les équations intégrales de Maxwell
L'équation de MXWELL & GAUSS est une généralisation des lois de l'al. 8 a @iepguelle surface fermée
avec une charge électrique globala l'intérieur et une permittivi‘gpouvant changer selon l'instant et le lieu :

f eEdS=q.
surface

L'équation de MXWELL & THOMSON vient du concept diux magnétique Lesspectres magnétiquesont des
expériences d'orientation de grains de limailléedelans I'environnement d'aimants et de courdetsrigues.

Les grains suggerent la circulation d'un fluide n&tgjue dans des cirsuits fermés comme les courants
électriques, le role des fils conducteurs étanégquar detubes de champans lesquels autant de fluide entre et
en sort, ce qui suscita de postuler Iafoi B 8S = 0. IciB est un vecteur pouvant changer selon l'instalet et

surface

lieu analogue au champ de vitesse d'un liquide'wughz, lechamp magnétique

L'équation de MXWELL & AMPERE énonce que les champs magnétiques peuvent é&eégéie trois
maniéres : par des aimants, par les courants igleetr (c'est le théoréme diAERE) ou par la variation d'un
champ électrique (courants de déplacement). Led®la résistivité électrique est joué par la t&sié
magneétiquemag qui elle-méme est l'inverse de la perméabjlitéa récapitulation générale de la loi de
Hopkinson donne

ft LB 3L = O mag+ fcm“ j 55+ fmune%—'tf 5S.

ube de champ aimants
Les équations intégrales de Maxwell
L'équation de MXWELL & GAUSS est une généralisation des lois de I'al. 8 a witepquelle surface fermée

avec une charge électrique globala l'intérieur et une permittiviggpouvant changer selon l'instant et le lieu :

f eEdS=q.
surface

L'équation de MXWELL & THOMSON vient du concept diux magnétique Lesspectres magnétiquesont des
expériences d'orientation de grains de limailléedelans I'environnement d'aimants et de courdetsrigues.
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Les grains suggeérent la circulation d'un fluide n&tgjue dans des cirsuits fermés comme les courants

électriques, le role des fils conducteurs étanéggquar detubes de champlans lesquels autant de fluide entre et

en sort, ce qui suscita de postuler Iafoi B S = 0. IciB est un vecteur pouvant changer selon l'instalet et
surface

lieu analogue au champ de vitesse d'un liquide'wu ghz, lchamp magnétique

L'équation de MXWELL & AMPERE énonce que les champs magnétiques peuvent é&eégéie trois

maniéres : par des aimants, par les courants igleetr (c'est le théoréme diAERE) ou par la variation d'un

champ électrique (courants de déplacement). Led®la résistivité électrique est joué par la t&sié

magnétiquemag qui elle-méme est l'inverse de la perméabjlitéa récapitulation générale de la loi de

Hopkinson donne

f LB AL = 6Emag+f j68+f e Ess.
tube de champ aimants circuit circuit at

Conservation de la charge

Prenons la divergence de I'équation dexMELL & AMPERE: div rot ip- divj +¢ div%—'tz.
1l

En mathématiques, pour toute fonction vectorig)laliv rot u = 0 donc 0 = diy + ¢ div%—'tE dong, sila

permittivité est constante en chaque lieu de lespa = divj + o (€ div E).
L'équation de MXWELL & GAussdonne diyj + dpgedot = 0. C'est Bquation de conservation de la charge
électrique. La démonstration est page suivante.
Rappel : On @ = pgecV OUV représente la vitesse du fluide électrique.
Soit un petit domaine®d de volume & compact disposé parallélement aux axes d'un réféte
divj - dx =0, ). (dS, dx + dS, dy + dS, d2) + dy jy (dS, dx + dSy dy + dS, d2) + 8, ], (dS, dx + dS; dy + dS, d2)
= 6xjx dS< dX+6yjy dS’ dy+8zjz dSz dz

+0xjx (dSy dy + dS, d2) + 0y jy (dSc dx + dS, d2) + 0, , (dScdx + dS, dy).
On note que § dy + dS, dz est le produit scalaire de la projectid, du vecteur 8 représentant I'aire de la
surface sur l'axe des abscisses par une flecteptejection dy, du vecteur d sur le plan contenant les axes des
ordonnées et des cotes. Or ces deux vecteursbagonaux donc cette quantité est nulle.
Il reste divj - dx = 8, jy dS, dx + &y jy dS, dy + 8, , dS, dz
On note (figure) qué, j, dx = diy = j«(F<) —jx(F<) et les analogues en ordonnée et en cote. Poua doemule
divj - dx soit exacte, la valeur des dérivées, , dy jy et 6, j, sont prises sur un
point M quelque part dans le solididpas toujours au centre). De méme, pour
que les formules, j, dS, dx et analogues soient exactes la valeur des dériyées
ix, Oy jy et &, j, sont prises respectivement sur un poiht2 ou C quelque part _C
sur les facesf K" °'F,". 7
Imaginons un couraijttraversant le solide®d. 0
Les intensités sur les faces sont dans l'ordre y 0 o B~ At
x =j(A) dSy% 1" =j(B) dSs"etl,” =j(C") dS¢™. @
Dans un intervalle de temps dt de duréeahtenant un
istantt particulier, la charge qui passe est
dqcouran(Ai) = I(Ai) dt, dqcouran(Bi) = I(Bt) dt et Ct1couran(ct) = I(Ci) dt. =
Si les deux,” sont de méme signe alors si la charge entre > C >
(au sens algébrique) par la faceelle sort (toujours au Fleche de 84~ Fléche de 85"
sens algébrique) par la facé. A
Le bilan de la charge qui passe par les six fasedanc la
somme algébrique des six quantités,ga(A*) ,
dqcouran(Bt) et d:kouran(ci) .
On @ donc deourand dt =j(A7) dSx™ + j(A") dSa" + j(B) dSs™ + j(B") dSg™ + j(C) dSc + j(C") dSc™.
La fleche du vecteur aireSg g o, ¢ entre dans le solide alors que la fleche du ved®ug o, ¢ €n sort. Pour
harmoniser, on va n'utiliser que les fleches stetaoe qui nous dispense du signe des faces
dcourant Ot = —j(A) dSa + j(A") dSa — j(B") dSg + j(B") dSs —j(C) dSc + j(C") dsc
= [i(A") =j(A)] dSa + [{(B") - j(B)] dSs dSc + [i(C") —j(C)] dSc .
Vu l'orientation des fléches des vecteurs aj(@ ") —j(A)] dS, est le produit scalaire
[ix(A") = ((AD)] dSa + [iy(A") = jy(A)] dSya + [i(A") — (A)] dS,a avec les deux derniers termes nuls.

D'autre part, quand les dimensions du solietendent vers zéro, les point$ ge rejoignent éAA_%(JAA__l

X Face
Face =

Référentie F

Solide mathématique®

tend vers la dérivée, j, dx.
En résumé, @Loyrand dt = 0y jx dS  dx + dy jy dS, dy + 6, j, dS, dz
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Les trois grandeursSjdx , dS, dy et dS, dz désignent le volume du solidédonc sont factorisables :
dqcourant/ dt = (6x jx + 6yjy + azjz) d3X = dNJ dSX-
Pour finir, dicourand dt est la vitesse de variation de la chaggepeec d°x dans un petit domaine immobile de
I'espace donc cette dérivée est parti€lfg/ot)courant= divj .
A cela il faut éventiellement ajouter les créati¢gmurces) et disparitions (puits) de charges éedles durant
leur circulation : @péleu/at)courant: apélec.lat + (apélec./at)sources_ (apélez./at)puits-
La charge est conservée.

Le potentiel vecteur
En mathématiques un simple calcul montre queativ = 0, analogue a I'équation de Maxwell et Thomsen,
qui induisit I'idée que le champ magnétique esbiationnel d'une fonction vectorielle de I'espA¢e X, v, 2) :
B =rot A.

Le potentiel scalaire

De I'équation de MXWELL & FARADAY vientO =rot E +%rot A =rot (E +%A).

En mathématiques, le rotationnel du gradient dfanetionU est toujours nuid'ou l'idée qué +0A a = gradu.

On sait déja (al. 12) que est I'opposé du gradient du potentiel électrigia) I'idée d'étendre cette définition :

E+%’i‘ =—grad U.

Harmonisation des formules en quatre dimensions
D'apres les alinéas précédents,

Oy A, -0, A — 0 Ax— 0(Ulc)
B=| 0;Ac—0xA;, | etE = —atAy—ay(U/C) ..
Ox Ay — 0y A — 0 A, — 0Ulc)
Remplacons le tempgar lacoordonnée temporelle=c t: alors= 1 %’? =0A et% est renommé\; de sorte que

EJ/c=—0: Ac—0Ac, Ejlc = =0 Ay —OyA, EJC = —0: A, — OrA,.
Numérotons les coordonnées avec un indicpasition exposant T est numérotdet x, y et z respectivemeht
2 et eton appellguadrivecteur potentietiu champ le vecteur de I'espace tedmie coordonnées
A°=ui/C

1_ 0y A — 05 A — 0o AL— A
a A=A ; 1 3 1 2 0
A= A=A, ,doncB =j| ;AT =0, A’ | et=E =| —9, A2 —3,A° |.
A=A AR -a,A)  C (g AN
-z

L'intervalle relativiste esst la solution algébls'eqment positive slde I'équation

ds’ = (c @)? — ¢ — dy? — & = dt? — B — dy* — dZ = ()2 — (Y)? = (dA)? — ()2

1000
. . . 0-10 0 ) . )
Considérons la matrice diagonajg = 00 -10 [ Sasignatureest la suite de signes (+ ———) sur la
00 0 -1
3
diagonale principale. Le carré de l'intervalle stédors & = > gap @ X,
aeth =0
Ulc
3 —-A
Définissons Bbaissement d'indices, = Y. g, U : Up =W et, poub O {1, 2, 3}, up = —U" etA, = —Aj .
b=0
_Az

B'=03A0—0, A, B2 =0, As— 05 A1 , B3 =0, AL -1 Ay,

EYc = 80A1 — 01 Ay , E?IC = 06 — 05 Ay, E¥C = 6pAs — 03 Ao
Par définitionF, = aaAb Op As. On aFp, = —Fab (anusymetne) Alors
B —F32,B F13,B F21, E/C FOl,E/C Foz,E/C F03

0 EYc Fc Elc
-E% 0 -B® B?
-E% B® 0 -B'
-E%-B* B 0

Ces grandeurs forment le tablegy =
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3
Avec le méme tableau mais égf, on procéde adlévation d'indices’® = 3 g™ u, et le tableau précédent
n=0
0 EYc Fic Elc

Ec 0 B® -PB?

E%c-B* 0 B!

E% B -B' 0

0 -EYc-FE%c-Ec
E’c 0o B -PB°
Elc -B° 0 B'
E% B -B' 0
La double élévation d'indices donnévsil {1 , 2, 3}F® = —F,, siad {1, 2, 3} F¥=—F,

0 -EYc-FE%c-E%c
E’c 0 -B® B
Elc B 0 -B
E%% -B* B' 0
Laforce de Lorentzst donnée pdf = q (E + v OB). Elle exprime l'effet du champ électromagnétiguele
mouvement d'une particule charggeléduite de l'analyse expérimentale de la foreetétjue et magnétique
combinées sur un conducteur parcouru par un coatactrique, ldorce de Coulomtetcellede Laplace
Entre parenthéses on a un vecteur de coordonnées

Ex+VB,—v,B,) (E'+VB’-V’B*) (cR'+VF +VF;
[Ey+VZBX—VX sz :(E2+v381—v1 B3j :[c Fo’ + V' Fy’ +v1F12j :

E,+wBy—vw B/ \E+V'B*-VB'/) \cF’+V'F’+VF’

devient par exemple®, = Fo, et poura 0 {1, 2, 3}, F%, = —F,, doncF?, =

De mémeF.,’ =Fyetpourb 0{1, 2, 3}, F.° = —F,, doncFy’ =

etsiaetb0{1, 2, 3}, F* = F,, doncF® =

1,20u3
La vitesse a comme coordonné&s * °= v, o, szx_,ddto&t soit d(x, y ouz) = dx” T soit dx* 23
0
On lui ajoute une coordonnée temporal?e:%—)i soit dx° :% =c. La force de Lorenz s'exprime donc

FY (VIR + VR +V RS s
[sz = (vo Foo + VP Fg* + V' Ffj SOitF* =g F."v2.
FP) \WORS+VIFS+VF® a=1

On peut imaginer un&oordonnée temporelle'de la force

3
FO=qY Fvi=q(F° v + v+ F Vo) =q%(E1vx +Ey vy +E3 V).

a=0

On reconnait |a & un diviseampreés lapuissance du champ électrique’ =% gEwv.

3
Avec cette convention, on peut éctite=qY F.° v?
a=0
Les indices muets
Einstein avait remarqué que dans toutes les exprssde la relativité restreinte ou générale chdqisequ'un
numeéro est écrit une fois en exposant et une foiadice il y a sommation des valeurs zéro a Jietdpns le

cas contraire il n'ya jamais sommation. Depuis prnisl'habitude d'omettre le sighéet ses ornements.
3
On connait par exemple la gnéralisation de la fdeeorent#" = qY F.° v Elle devienf® = q F;° v?

a=0
Le te

>

seur métrique

100
0-10
00 -1

oNeoNe]

Considérons la matrice diagonaf® =
00 0 -1

3
On définit lesg,, comme solutions du systéme d'équations simultapégs, g™ = 1(@ = b) qu'on écrit avec le
b=0
3
symbole de Kronecke}_ dap
b=0

Avec s indices muetg, g™ = 5,".

oNeoNe]

La matrice diagonalg,, = convient comme solution.

g =3
100
0-10
00 -1
00 O

[
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Note : les matrices diagonales sont toujours syquis par rapport aux deux indiceg® = g°* etgas = Oa -
Note : on a l'identité® =g., . En relativité générale, elle n'est pas vraie.

Dans l'espace temps, les fleches d'un vecteur doonéchacune quatre coordonnées. Dans la théaie de
matrices, elles sont écrites soit en colongesoit en lignau,p. On conviendra une autre écriture : les
coordonnées des matrices colonnes auront leurdregiqoosition exposang, = u® et celles des matrices ligne
auront leur indice en position indicg, = Up.

Une dérivé@, ., ,S'écrira toujours en indidg, ; ., scomme la dérivée temporelie= 0y —1%

Une élévation d'indice donr8 = a et pouri 0{1;2;3}8' =— aa|

Le dalembertien estloperate% o’ ¢ r_¢ & _ 0 & =g iib
o ax2 0P 02 X2 X2 o2 ox® 0x2 0X

On convient de définir les vecteurs gauches arpgdes droits et vice-versa :

3 3
S gu, =Petd g’ =u,. On appelle célever ou abaisser un indice
v=0 v=0
On a une certaine souplesse avec les indices mugtd = u, V* = u, V' =u, V"
Explorons les effets de cette pratique sur la foetorentz F° = F> v3 =g FPv3 =g Foe V3= F® v,

Invariance de jauge
Imaginons un changement de champ électrique etétigge en additionnant au quadri vectAule gradient
d'une fonction numérique de I'espace tempslevientA', = A, + df. Alors le tenseur du champ
électromagnétiquE,, = 0, A, — 0 Aq devientF',, = 0, Ay + 0.0f — 0y As — 0200f = Fap. EN conséquence, cette
opération ne change ni le champ électrique, nham magnétique. C'eshiariance de jauge
u/c + o, f
R — A+ Ok f . L -
Plus concrétemend’, = _A+o,f | On a donc par identificationt =U + o, f etA' = A —grad f.

— A, + 0, f

Ondes électromagnétiques

On peut démontrer a partir des I'équations @d&WELL que dans un milieu homogereeet i sont uniformes et
constants) leéquations de propagation des ondes électromagnétqu

2 — H -1
HeOE - AE =-poj—e grad Perec,
euo’B-AB=protj. , ,
SoientEP*" etBP*" ("part" pour particuliére”) une solution particré de ces équationsEt" etB*"les
différencesE —EP*" etB — BP™". Alors E%"etB%" ("gén" pour "générale") sont solutions des équatio
précédentes avec membres de droite nuls :
HeOPE®" - AE®"=0 |
€ U OB - AB¥"=0 .
Les potentiels vecteuk et scalaird) sont donnés par lésrmules de Kirchhoff

A(X Y, Z t) JJ_ foo I(Xsource Ysource Zsource QSE R) dsxsource-
U(X Y, Z t) — 0 E(Xsourca Ysource Zsource t— MEE R! d3
v Yy & 4 T[E fRS R

avecR solution de I'équationk(— )gou,cgz +(y— )gourcéz +(z- g,ou,cgz =R? ouR est la distance entre le lieu de
coordonnéesg, y etz et les courantXsource Ysource®t Zsource t) d€ la source des ondes.

Pour "suivre du regard" les ondes, on observe unt pwbile défini par

dt —\/su dR (onde sortante) = 0 ou d\/eu dR (onde entrante) = 0, donc tel que/dt = £ 1/\/8 M. La vitesse de

propagation des ondes est dane 1/\/51.

Les mesures des la vitesse de la lumiére d'unespdeis grandeurs permittivité et permeéabilité nééigoe et
électrique d'autre part n'ont pas permis de digénges valeurs deet de :b(/al. En conséquence on a admis
que la lumiere n'est qu'un cas particulier des sgdfectromagnétiques.

Un vecteur a trois coordonnées. Dans un repéremstmeé dont |'axe des abscisses est paralleldigeletion de
propagation, on a trois équations simultanées ldsrgolutions sori,, AjietA,. L'abscisse est dite
longitudinale, l'ordonnée et la cote sont ditesnsversales

Xsource .
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L'invariance de jauge permet aussi d'annuler lapos@ante longitudinale. Les expériencepdiarisation de la
lumiere et la réception des ondes radio n'ont pas comtrette théorie : ces ondes sont exclusivement
transversales.

Quand elles sont enfermées dans un lieu clos awsp&fléchissantes, les ondes deviennent staioes
Kirchhoff a nommeécorps noirun tel dispositif. L'exemple le plus célébre edticd'un cube d'aréte
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ANNEXE

801 La notion de fonction mathématique

1. Unsingletonest un ensemble composé d'un unique élément.<Cittd par le nom de cet élément entre
accolades.

Par exemple le singleton composé de I'élémerst écrit {i}.

2. Unepaire est un ensemble composé de deux élément et desdalement. On les écrit par le nom de ces
éléments entre accolades et séparés par un pojodesi L'ordre dans lequel les deux éléments smritsén'a pas
d'importance.

Par exemple la paire composée des élémeets est écrite {i ; v} ou {v ; u}.

3. Siuetvsont distincts, alors le pairesd{ v} ; v} et {{ v; u}; u} ne sont pas les mémes.

4. En mathématiques, ces paires sont appeléesodptes Comme on en fait un usage trés fréquent et colaare
écriture est lourde, on a créé le code respactiff et (v ; u) pour les désigner.

En conséquence, gietv sont distincts, les couples (V) et (v ; u) sont distincts.

Dans un couple commae ( V), u est appelédntécédentetv I'image.

oo

Unerelation binaire est un ensemble de couples.

Unefonction est une relation binaire dans lequel chaque atéfité’'a qu'une image.
Uneopération est une fonction dont les antécédents sont dgdeu

0 Les couples d'une opération sont donc rsYJ , 2).

Exemples extraits des programmes de mathématiqueg @ollége
Ici, les antécédentssont des nombres réels.

11.Soita un nombre réel. L'ensemble des couples (nomirest undonction constanteou encordonction de
degré nul Sur la fig. 1, le nombra est la position de l'intersection de la ligne ésgintative avec I'axe des
ordonnées.

12.Soita un nombre réel. L'ensemble des coupkesa(X) est undonction linéaire. Sur la fig. 2 on voit 'allure de
la représentation graphique en trait plein ppast positif et en tirets poarest négatif.

13.Soita eth deux nombres. L'ensemble des coupkesa(x + b) est undonction affine ou encordonction du
premier degré. . Sur la fig. 3, on voit l'allure de la représsitin graphique en trait plemest positif et en tirets
a est négatif.

14.L'ensemble des couples;(x°) est lafonction carré (fig. 4).

15.Soita, b etc trois nombres. L'ensemble des couplesa( X + b x+ c) est undonction du deuxiéme degré
Sur la fig. 5, on voit I'allure de la représentatgraphique en trait pleimest positif et en tireta est négatif.

16.L'ensemble des couples;(x°) est lafonction cube (fig. 6).

17.Note : I'ensemble des antécédents de ces fon@giRs

18.L'ensemble des couple;s;(\/;o est lafonction racine carrée(fig. 7).
Note : I'ensembl® des antécédents d&t.

19.L'ensemble des couples;(1/ x) est lafonction inverse(fig. 8).
Note : I'ensembl® des antécédents €&t {0}.

Exemple mécanique
20.Un mouvementd'un point matérialisé sur un corps est modélisgéthématiquement par une fonction dont les
antécédents sont desmpset les images dgmints de l'espace.

Lien logique entre fonction linéaire et proportion
21.Soit la fonction linéaire ensemble des coupiesa(¥). Sip etq sont deux antécédents, alors les cougles(p)

et @; a g lui appartiennent. Formons le tableau 1. On en%i= %g donc le tableau 1 est bien un tableau de

proportion.
22.Les antécédents et les images d'une fonction linéaial. 11)sont proportionnels.



Proportion

Antécédenty Images

p

ap

q

ag

Tableau 1

Images

Antécédents

Antécédents

Fig. 4

Images

Antécédents

Fig. 6

Images

Fig. 8

Antécédents

Images

Fig. 1

Images

Fig. 3

Fig. 5

Images

Fig. 7

Antécédents

Antécédents

Antécédents

Antécédents
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802 Tableaux de proportion
Note : tous les tableaux de la page ci-contre desittableaux de proportion.

. Traditionnellementpar convention, on a équivalence de signification entre c:ettiiuifer%1 =g et le tableau 1
gu'on appelléableau de proportion.

. Si on multiplie les deux quotients paib ¢ dpuis simplifie, on obtientdgalité des produits croisés

. Ces deux produits croisés donnent une grande t¢@iaetipropriétés mathématiques au tableau. Pageile
sont exploitées les regles algébriques connueslehemmbres qui donnent toute une série de tabldau
proportions équivalents au tableaux 2.

. En haut, on démontre g@u peut permuter "les moyens et les extrémes'autrement dit échanger les nombres
sur une diagonale.

. Au centre, on montre ques deux lignes ou des deux colonnes lues danmfme sens donnent des quotients
égaux

. En bas, a gauche, on montreaqupeut faire sur les deux lignes ou les deux coloes la méme élévation a
une puissance donnée ou la méme prise de racineamie

. En bas a droite, on montre gn'peut multiplier ou diviser une ligne ou une colone par un nombre donné

8. Soit la formule 24a : elle dit que les quotie%mg ont la méme valeug donc qu% =qet % =gdonc en

multipliant les deux membres de ces égalités pdiviseur,a =b getc =d g En additionnant ou soustrayant
atc_

b+d

. Les quotients tirés d'un tableau de proportion sontgaux au quotient de la somme (ou différence) des
numérateurs par la somme (ou la différence) des déminateurs.

membre a membre puis en factorisgoin aa +b = (b £c) g donc

10.Applications : par exemplea etq étant deux nombres donnés, si on a a résouduatléq d'inconnue

= x_kq on pense a :% et dresse le tableau 02b.

Ensuite, on écrix—q = gpuis la solutiorx = §+ q.



alb
c|d
Tableau 1

_______________________________________________

commutativité de la multiplication
da=ad=bc=chb

|

20

division par un méme nombre a K
| 1| x-q
¢ ¢ ¢ ¢ Tableau 3
ad_bc ad_bc ad_bc ad_bc
Cc c d b ab ab ac ac
i a_b a_c d_c d_b !
Lc i d b iol b a ca !
multiplication des deux mambres par un méme nombre
ad_bc ad_bc ad_bc ad_bc
d d a a b b c L c
i _be _bc ad_ ad_y, :
i a= d d= a ‘} b C p i
n_ n n n
(@d"=(bg Vad=1bc adkl=bckl ad_pe
a’d"=b"c" % % - Q/B Q/_C associativité et Produits de
NN commutativité quotients
| d n n
ak| bl alb
élever a Va| Vb ckl dl kK
une Q/E Q/E cTd
puissahce rendre la ak| bk 1T
donnée prent cl I dl
méme
racine . alb
- multiplier ]
n-iéme par un .
méme klk
nombre
diviser par
un méme

nombre
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803 Tableaux de proportion étendus
Tous les tableaux de la page 10 sont des tablempxagortion.

L'égalité des quotients en ligne ou en colonnérassitive (tableaux 1). De proche en proche or pkus
construire des tableaux de proportion étendusrioatbre quelconque de lignes ou de colonnes. Deabésaux
étendus on peut donc extraire des tableaux élémente quatre valeurs.

Par exemple pour le tableau 2 on a d'aprés les emsmuge la proportion du tableau 3 qui donmgikrieme
10x45_ _ 45

On peut augmenter le nombre des colonnes ou desn&s : tout tableau de quatre nombres extraits de ces
tableaux étendus est un tableau de proportian

proportionnellex =

Le tableau 4 donn%... :$:qdonca:b g... ete=fgdonc

oa..+egee=abq..+tefg=(ab... +&f) qdoncg... ’getM

b f ab..+ef
soit le choix des coefficients ... , €, on a la proportion du tableau 5 .
Quand des quotients sont égaux entre eux, ils scaulissi égaux a une combinaison linéaire des
numérateurs divisée par la méme combinaison linéaérdes dénominateurs

ont tous la valeuy donc quelque

Le tableau 6 est un rapport a l'unité est linéaire (801). On a en effét) =r f(1).



alc al|lC| e c e
<« —>
b|d \\\\‘é d| f dlf
ale
bl f c| e
d|f ;
g|h
Tables 1 l ////)V
d|f
g|h
41| x -20 45 |'m
71-3] 2] z |6 . >1<0 4510
| 10| 22x | -10| 5 > = bl_3
17 | 20 | —100] 8 | 2 able
Table 2
a e
bl . |t > a aa..+ee
Tab|e4 b Gb...+8f
Table 5
1

r
f(r) | f(1)
Table 6

22
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804 Fonctioncontinue et additive

Par définition, une fonctiohest additive si(u +v) = f(u) + f(v).

Par récurrence on démontre d(e... + ¥ =f(u) ... +f(x).

Avec une soustractiof(u — V) +f(v) =f(u—v +v) =f(u) et une algébre donri@ —v) = f(u) —f(v).

f(u) = f(u + 0) =f(u) +f(0) donnef(0) = O doncf(0) = Of(1).

f(1) = 1f(2) est trivial.

Soitn un entier naturel autre que zéro et 1 : atorsl ... +1 donc

f(n) =f(1 ... + 1) ou 1 est écnit fois = f(1) ... +f(1) ouf(1) est écrin fois=n f(1). Voila pour n entier naturel.
Ensuite pour tout entier relapifon sait qu'il est une différence entre entiersimedsé. Par exemple,
sip=u—von af(p) =f(u) —f(v) =uf(1) —vf(1) = U -V f(1) =p f(1). Voila pour p entier relatif.

On af(1) =f (E) avecn entier relatif non nul donc

f1) =f (% additionnén foiS) = n additions dé (l) =nt (1) doncf (l) =1 ¢,
n n n/ n

Un nombre rationned résulte d'une division d'un entigrpar un entien. Alors

f(q) =f (%) =mf @ = m% f(1) =q f(1). Voila pour q rationnel.

Et derniére chose, on sait que chaque réel estashie qu'on veut d'un nombre rationnel darmondition
quef soit continue dansR, si un nombre rationnelse rapproche d'un nombre réel donné différence — q
tend vers zéro, donc 0 = ljm f(r—a) = limg . , [f(r) -q f(l)] =f(r) —limy . . g f(1) et une algebre donne
limg ., qf(1) =f(r) donc, comme est la limite de&j on démontre quef(1) =f(r) . Voila pour g réel .

Théoréme : Si une fonction est continue et additivalors le tableau des antécédents et desages est un
tableau de proportion (tableau 1).

Ce théoréme est tres intuitif : la fig. 1 et lelégl 2 le rendent presque trivial.



Proportion
Antécédent| Image
X f(x)
1 f(1)
Tableau 1
Fonction continue
additive

24

Gauche| Centre Droitg

Volume | 300 ml| 600 m| 900 m

Sucre 0,49 0,8¢g 1,2 ¢
Tableau 2

Fonction continue additive

300 ml
0,4 g de sucre

600 ml
0,8 g de sucre

Fig.1

Fonction continue additive

900 ml

1,2 g de sucre
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805 L'usage des aires en géométrie plane
Premier principe : l'aire d'un rectangle est par définition égala aultiplication de sa longueur par sa largeur
(fig. 1).
Deuxiéme principe: I'aire de la réunion de deux figures est égdéesbmme de leurs aires diminuée de l'aire de
leur partie commune (fig. 2).
Conséquence l'aire du rectangle est égale a I'aire du péledramme (fig. 3)
Conséquence l'aire d'un triangle est invariante si un somdetéplace parallélement au c6té qui lui est appos
(fig. 4)
Troisieme principe : deux figures de méme forme et de mémes dimesisiphméme aire (fig. 5).
Conséquence on démontre le théoreme de Pythagore sans éerifermule (fig. 6).
L'aire du carré ACDI et du rectangle CHFE sont dégales.
Par analogie il en est de méme des aires du c&@R& et du rectangle HBGF.
La somme des aires des deux rectangles précédsrire du carré CBGh
. Quatriéme principe : si un coté du rectangle est long d'une unitfbbdgueur, I'aire est égale a la longueur de
lautre cété (fig. 7)al=1la=a.
. Cinquiéme principe : l'aire d'une ligne est nulle (fig. 8).
Conséquence les aires et leurs propriétés admises a priori sapbaux nombres leurs régles algébriques.
- Commutativité : les deux rectangles de la figusoBt égaux donc ont méme aira b=b a
- Distributivité (figures 10) : l'aire du grand rectde est a la foia (b + c) eta b + a ¢ L'autre figure
montre qued +b)c=ac+bc
- Distributivité (figures 11) : l'aire de la surfagdse est a la foia (b — 9 eta b — a cet a la fois
(a—-bcetac—-bc
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Largeu Aire =a
a
Longueurb .
_ g Fig. 2
Fig. 1
M <—M—>
Fig. 3 : Quelle que soit la position Fig. 4 : Quelle que soit la
de M les aires du rectangle et du position de M l'aire du triangle
parallélogramme sont égales jaune reste la méme
Fig. 5
E
. F
AB + AC* = BC* oS ¢
/’"’ : L C
Les aires des surfaces |/ :
grises sont égales entre' A ?
elles et égales a celles
des surfaces jaunes. 9 P
Fig. 6 : démonstration du théoreme de Pythagore
a
a 0—3 a b
11—
a 0 5 a
1
fig. 7 : élément neutre fig. 8 : élément absorbant fig. 9 : commutativité
c
a
a a
2 b
«—>
b C b b
fig. 11 : distributivité

fig. 10 : distributivité
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806 Une invention mathématique importante : les veeurs
Idée initiale
Soit un corps en translation a une certaine vitesastante représentée par une fleche. Une flésheainte et
son empennage. La question ici@stplacer I'empennage de la fleche ?
La réponse immédiatement intuitive eat un point dans la matiére du corpgais alordequel ?
Aucun point du corps ne doit étre privilégié, dehaque point dans le corps peut étre la position de
l'empennage (fig. 1). Les plus anciennes mentiensedorobléme sont des grecs antiques Archimeds 208
av. J. C. en Sicile) et Héron (vers 50 ap. J. 8leaandrie).
Pour contourner cette difficulté, plusieurs sciaiies ont eu I'idée de donner un nom angembles de fleches
gui ont toutes la méme direction, le méme seres la méme longueur Le Francais Fresnel (vers 1820) l'avait
proposé, mais fut trés critiqué, le Britannique Hton (en 1843) proposa le mot latnectoret I'Allemand
Grassmann (en 1844) finit par convaincre les sigaés de I'intérét pratique de l'idée : en Fransedopta le
motvecteur
Toutes les fleches grises de la figure 06a apaeiet au méme vecteur, on dit alors que ce veotpuésente
la translation. Deux de ses fleches choisies aarldldA ; B) et (D ; C) dessinent manifestement un
parallélogramme (fig. 2). Nous admettrons deex fleches du méme vecteur dessinent toujours un
parallélogramme.
Ecriture des vecteurs: On a convenu d'écrire un vecteur par un ou lusicaractéres surligné d'une fléchette.

— —

Par exemple le déplacement précédent est écrhicn AB ouDC.

Un avantage supplémentairdans un repére donnétoutes les fleches d'un méme vecteur ont les mémes
coordonnéeg(fig. 2).

On dit que la vitesse et I'accélération sont des gndeurs physiques orientées.
Un corps en translation dessine une infinité dehii vitesse ou accélération (quand elles sostaates) donc
dessine en fait une translation particuliere remrse par un vecteur particulier viecteur déplacement

Translations successives

Suivons (figure 3) un point matérialisé sur un edps de deux translations successives. Ce pomipe les
positions successives A, B et K. Le bilan de casdliations est la fleche (A ; K)H&SLES popularisa l'idée déja
ancienne que la fleche (A ; K) résulte de I'additite (A ; B) et de (B ; K). Mais comme ces fléches

) — — —> L. . — — —>
appartiennent aux vecteurs respediifs AB et BK on écrit larelation de CHASLES [AK = AB + BK] .
Le fig. 3 montre pourquoi cette addition esmmutative. En effet, la permutation du réle des deux traimia

doit donner la méme position finale. Alok& = AL + LK avecAL = BK etLK = ABdoncAK =BK + AB.

—>

. — — —
On peut soustraire aux deux membres le ved&&ur| AK —AB = BK].

Multiplication d'un vecteur par un nombre
Soit une fleche (O ; A). Elle gradue la droite pedgpar O et A, O étant considéré comme l'origing le point
d'abscisse 1. Saifun nombre : il existe un point M sur la droite tbebscisse est.

On dit alors que le vectedM est la multiplication daB parq (fig. 4) et on écrit indifféremment
—> — — —

AM =qAB etAM = ABq.

Combinaison linéaire de deux vecteurs

Soient deux droites graduées.

Sur la fig. 5, étant données deux droites disttgtaduées par deux fleches de méme empennagh) @ ;
(O ; B) et un point M du plan. Par M passent ungum droite paralléle a chacune de ces droiteselaoupe en

X et l'autre coupe en Y. Les deux vecteD¥setOY sont chacun ue multiplication(yA ety OB. D'autre part

—> —> — —> — —

OM =0OX etOY doncOM = x OA +y OB. On dit quex ety sont respectivemenabscisseet lordonnéede M.
Une abscisse ou une ordonnée estaamedonnée

Par X passe une unique droite paralléle a la dooitdenant B et par Y passe une unique droite |ptal la
droite contenant A, donc leur intersection st

N . . X
On écrit soit en lign®1 = (X ; Y)oas SOit en colonné = (y)OAB'
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.

L

Fléche du vecteuDA siq est

N \ positif
Fléche du vecteu®A ‘\‘
Fleche du _, \
vecteurOA\

M si q est
positif

siq est \
négatif /

M si g est
négatif
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807 Trigonométrie

. Par application du théoréme de Thalés, et pour méerdes quotients égaux entre longueurs de setgrderia

figure 1, on dresse un tableau de proportion (&bl avec une colonne par sécante et une lignggpaliéle .

. On entire les relations de proportionnalité suigan

(les références dans le tableau 2 sont en hautéhgales cases du tableau 3).
Par exemple les quatre chiffres 2 sont dans qaases en rectangle. Si on les extrait, on obtienébleau
qui donne (tableau ci-contred =r cosa.

L'important est de savoir dresser le tableau 3@rple sa logique personnelle. Proportion
On peut le faire en ne retenant que ce qui edte&triouge et en déduisant le reste avec $a| X
logique personnelle. 1 | cosa

La figure 2 montre aussi les relatidns siraj-= - sina| et| cos (-a) = cosa.

Le radian est défini a partir de la formule du périmétrecducleL = 2 TR en choisissant un rayon d'une unité.
Le tableau 2 donne des divisions les plus usitéesctle.
Les cases prises 4 par 4 en rectangle ou en camémt une proportion. Par exemple

2 T aen degréspy ag, dogrés™ 360x 60)(23([) Aen radians

Le théoréme deYAHAGORE appliqué au triangle OCP donhe tas- sirfa=1] .

Petits angles

7.

Considérons un secteur OFS. Intéressons-nous kata® des grandeurs circulaires. L'aire des tmisles de
la fig. 2 cercle estrr?, et R2.
Alors on a les inégalités aire OGire secteur OFS aire OFT, donc

% sinacosa< % QoW radiansS % tana, donc

sina cosa < ag, radiansﬂw donc, en multipliant les trois paiL : cosaSM%L doncona
cosa sina sina cosa

1< lim,_oZenradiansg 1 dond fim,, _ ,2enradians 1
na Sina

. Une des formules du tableau donneasmtana cosa donc 1< Iimaﬁoms 1 donc a la limite le cosinus

tana cosa

vaut 1 donc il restelimaw%% 1| .

. Le coté pratique de ces résultats est que si l'argh exprimé en radians est assez petit, il est

numériquement assimilable a la fois a son sinus atsa tangente
[ sina = tana = ey ragiangUaNMa est assez pelit

10.Mais dans de nombreuses activités, I'angle estragm@n degrés — notamment en astronomie — etrauter

précédente devient si=tana= Zné%de@%quanda est assez petit
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Proportion
sécante ADB| sécante AEC parallelesT riangles
AD AE DE AED
AB AC BC ABC
Tableau 1 :
exploitation du principe de Thales
Fig. 1
A
Point| Arc Rayons
I 0 OM r
OoP 1
L o
L OM' | R
L 32
P a
Q m—a
R T+a Q
S -a
S 2n-a
Point | Abs Ord
I 1 0
J 0 1
K -1 0
L 0 1
P cosa [ sina R
Q —cosa | sina
R —cosa | —sina
S cosa —sina
M rcosa | rsina L
M’ Rcosa | Rsina _
T 1 tana Fig. 2
Cercle
trigonométrique
Références Forrsr;rL]lI: Hypoténuses Axe des abscisses Axe des ordonng¢es anglbs
1 tana=—""> e o1=1 %" OC=cosa | ™" OD=sina OCP
) K= cosa o OT ; ol=1 ; IT=OU=tana | OFT
3 y=rsina 4j5 OM.:r 7 OA.:X 5 OB.)zy OA.M :
4 X = R cosa 2 OM'=R OA'= : OB'= OA' M
5 Y=Rsina Proportion
Tableau 2 Tableau 3
Proportion
Tours| Radiang Degrds Minutes Secondes Droits  Plataires
Arc Siour Srad adeqré Amin Asec Adroit a-plat Aire OFS
Cercle 1 2T 360 | 360x 60 | 360x 60x 60 4 2 LA

Tableau 4
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808 Théoréme du cosinus et produit scalaire

Ecriture canonique des grandeurs triangulaires : un sommet et I'angle intérieur associé sont désigar la
méme lettre majuscule, la longueur du c6té oppssdésigné par la lettre minuscule corresponddigte08b).

Loi du cosinus
C'est la généralisation du théoreme de WHAGORE aux triangles quelconques permise par l'inventiome

la trigonométrie (page 28): | a®=b’ +c*— 2b ccosA| .

Démonstration. Une double application du théoréme de Pythagonmeb?® = (b —x)? + h? eth? = ¢? — 3%
Une identité remarquable donae=b? — 2b x+ X + (¢ —x°).

Mais (807) on a coa :E doncc cosA = h et par substitution

a?=b’-2bccosA+c’m

Qui était al-Kashi (né a Kashan en Iran en 1380a@t a Samarkand en 1429) ? Son nom completleiyiath
ad-Din (secours de la religionJamshid(le brillant) Mas ud(heureux)al-Kashi(né a Kashan). C'était un
mathématicien et astronome perse. Il est l'inverdaicosinus, mais ne l'avait pas nommé ainsial€otent
oublié pendant des siécles, son nom apparut damsileées 1990 dans les manuels scolaires éditgarce.
Les mots sinus et cosinus eux-mémes sont une ioveuitérieure de Regiomontanus (littéralemeuitine
royale, nom de sa ville de résidence, en allemidadnigsberget russéaliningrad dans son ouvragee
triangulis planis et sphaericis libril561).

Produit scalaire
' Arati N - . , o — — —
C'est une opération qui a deux vecteurgt v associe un nombre éctit - v ouu v.

Dans un triangle ABC, si on considére les vectaiet AC contenant respectivement les fleches (A ; B) et

(A ; C), le produit scalaire deB parATé est par définitiolAB ACcos (ATI)3 ; ATEZ), soitb c cosA de sorte que ce
produit puisse étre calculé directement & parsrdimensions du triangle. En effet, dans la fornaide-KAsHI,
la soustraction du carré depuis I'addition du double produit aux deux memlolesne

2 2 2
2b ccosA=b?+c?—a. La division des deux membres par 2 dophB AC :“% .

Angles aigus, droits et obtus
Le produit scalaire peut aussi bien étre positif,au négatif.
Siil est positif : la longuewr est petite donc I'angle A easigu (fig. 2).
Si il est nul alors on retroud® + ¢ —a’ = 0 donc, en additionnant la carréadaux deux membres, on retrouve
le théoreme deYAHAGORE qui montre que l'angle A egtoit (fig. 3).
Si il est négatif, la longuewr est grande donc I'angle A edttus (fig. 4).
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fig. 1
A A
b c b c
C a B c a B
Fig. 2 Fig. 3
A
b C
C a B

Fig. 4
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809 Coordonnées
Dans un plan

Les angles AOB et M’HM sont droits.
Le théoréme de Pythagore dorvibl '2 = AA'? + BB'%

Or AA" est I'abscissk du vecteuMM * etBB' = Y son ordonnée.
On a donc la régle
(carré de la longueur des fleches d'un vecteucprré de son abscisse) + (carré de son ordonnée).

Dans l'espace

Considérons le parallélépipede rectengle ABCDEF(gH 2) et dedans la fleche du vect&, Le segment de
droite EB est undiagonale principale

Le triangle DBE est rectangle en D donc le théordm@ythagore donrieB? = ED? + DB 2.

Le triangle ABD est rectangle en A donc le théor@méythagore donr2B? = DA + AB?.,

Par substitution dBB? on obtientEB? = ED? + DA? + AB 2.

La longueur de la diagonale principale d'un parallépipéde rectangle est égale a la somme des cardés
longueurs des trois cotés issus d'un méme sommet

Soit le repére de I'espace Oxyz défini a partipdrallélépipede (fig. 3). Les coordonnées des quaints D, A,
B et E sont sur les axes respectifs z& oy etZ. Les carrés de ces grandeurs sont les carrésétes &D, DA et
AB. On a donc le carré de la longueur de la diaprincipale égale a la somme des carrés, tfeet Z.

Tout parallélogramme obtenu par translation de ABEGH laisse invariantes les coordonnées de ladl&dh

La regle énoncée al. 10 s'applique donc a conditeoremplacer I'expression "coordonnées des gpaings D,

A, B et E" par "coordonnées du Vect&n ".

Le carré de la longuaur des fleches d'un vecteur dgonale principale est éhale a la somme des
coordonnées de ce vecteur



34

Fleche du vecteuIM '
M

A X

Fig. 1

Y A

[ e R L

Fig. 3

Fig. 2

A >

AZ

Fig. 3
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8§10 Produit scalaire en coordonnées
Produit scalaire en coordonnées planes

Rappel (808) : BC?=AB?+AC?— 2AB ACcosA et
AB ACcosA est leproduit scalaire deAB parAC.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées (Fig. 1) est

|AB’ = Xag” + Yag’| -

On a de méme

AC =xac” +Yac” etBC* = Xgc” + Yac’-

Par substitution dans I'expression du théoremekaishi

2y 2oy 24y 24y 2 Z—ZATI)SAT()'I
Xec TYBc =XaB TVYaB TXac TYac .

N
On décompose le vecteBEC a gauche selon la soustraction de Chasles pataggap)

2 2 2 2 2 2 2 2
Xac” +Yac = (Xac —XaB)” + (Yac —Ya)” =Xac” + Xag — 2 Xac Xag * Yac~ +Yas — 2 YBA Yac -
On reporte :

24y, 2_9 " 24y 29 =y, 24 24y 24 2—2A_)BA_()'3
Xac t Xag — < Xac Xag tYac tYas — < YBaYac TXag TVYag tXac tYac > AL _
ce qui met en évidence I'élimination de tous lesdsa(en couleur), du signe moins devant les dsuieduits et
de leur multiplicateur 2 donc il reste

— —>
Xag Xac + Yag Yac = ABAC| (formule 32b) .

Produit scalaire en coordonnées dans l'espace
On peut tout répéter en ajoutant dans chaque tigrfermules une cote.
Le théoreme de Pythagoreappliqué aux coordonnées est
AB? = Xa5% + yas? + Zag? (formule 32c).
On a de méme
AC =Xac” +Yac” + 2ac” €1BC” =Xac” + Yac’ + Zac™
Par substitution dans I'expression du théorémekdighi

2 vl 2oy 20y 2 . 2py 2y —ZAT)BAT()Z
Xsc TV¥Ysc tZsc =XaB T VYaB Xac tYac .

On décompose le vecteBE & gauche selon la soustraction de Chasles
Xac” * Yac’ * Zac” = (Kac —Xas)” + (ac —Yas)’ + (@ac —Zap)’

o 2 2 2 5
=Xac” + Xag — 2 Xac Xag + Yac” T Yas — 2 Yac Yas + + -2 Znc Zas -
On reporte :
2 2 2 2
Xac” + Xag“— 2 Xac Xag + Yac” T ¥Yas — 2 Yac Yas + + — 2 Znc Znp
— 2 2 2 2 2 >
=Xag” tVyas~ t +Xac” tYac™ t - 2ABAC.

ce qui donne I'élimination de tous les carrés @neur) et du signe moins devant les doubles ptedui reste

Xag Xac t Yag Yac ¥ Zag Zac = ABAC (formule 32 d) .

Un travail (paragraphe 11) est donc un produitasig| celui d'un vecteuF représentant la force par le vecteur
AB auquel appartient une fleche déplacemAntg). Or le produit scalairé& AB est aussi donné par la formule

F AB=F - ABcos (? ;N)B) (formule 32 €), ce qui, en mécanique nous domsarformations précieuses.
Dans les figures page suivante, la force est éctatinu rouge et le déplacement en tirets. Bivgpes de
travaux sont présentés.

Un cas particulier intéressant est quand les détésanesurent chacun une unité de longueur car slorun

— — — —
plan|Xag Xac + Yag Yac = c0s ABAC)| et dans l'espadeas Xac + Yas Yac + Zag Zac = €0S ABAQ)|.




\ o
Angle (F ; AB) nul, Fig. 09a ce

travail =F ABcos 0 {rgvail est

A =+FAB moteur.
- = . Fig. 09b :c'est
Angle (F ; AB) droit, un glissement
travail = +F AB cosg nul. parfait.
A

travail =F AB cosTt tr,a\_/ail est
=—F AB. résistant.

Fléche du vecteur représentant une

-
_force de contacE asyrs

Fléche du vecteur représentantsa™~

composante normale : elle ne Flg-lo?d :

travaille pas. seule la
composante
tangentielle

Corps B Corps A

Fléche du vecteur représentant sa
composante tangentielle : son travail
est + ou -F x distance.

36



10.

11.
12.

13.

14.
15.

16.

37

811 Théoréme du sinus

La figure 10a montre que le rectangle (trait netrle parallélogramme (surface grise) ont méme aire
Quand un coté de parallélogramme glisse le long dgi-méme, son aire ne change pas.

La figure 10b montre que l'aire du triangle (suefgcise) est égale a la moitié de celle du paogl@mme (trait
noir).

Quand un sommet de triangle glisse le long d'une paléle au c6té opposé, son aire ne change pas.

Sur la figure 10c, l'aire du triangle rectanglerface grise) est égale a I'aire du triangle quejoen(trait noir),
mais aussi a la moitié de l'aire du rectangle iets). Cette aire est égale a la multiplicatios mgueurs des
deux c6tés, la base et la hauteur. L'aire du tiéaggelconque est donc égale a la multiplicatiofadengueur
de la base par celle de sa hauteur (en lignepott).

L'aire d'un triangle est égale a la moitié de la mliiplication de la longueur d'un c6té par celle dda
hauteur issue du sommet opposé

En trigonométrie (paragraphe 29) O-E a sinB.

L'aire du triangle ABC e% a hdonc es% acsinB.

En permutant circulairement les rdles des cotéeefngles il vient deux autres formules de l@ir¢riangle,
doncacsinB=c bsinA=b asinC.
Une division de ces trois grandeurs égalesagacdonnele théoréme des sinus

sinB _sinA _sinC (formule 33).
b a c

Pour un triangle ABC isocéle en A (fig. 10e), onac = Rdonc son aire es‘léIR2 sinA.

Soit AH sa hauteur issue de A : les triangles AHBIEC sont rectangles et le théoréme de Pythagoneel
HB? etHC? = R? — AH? donc HB = HC donc H est le milieu de BC donc lathar est en méme temps une
médiane.

Les deux triangles ont les trois cétés homologgesié donc sont égaux donc les angles homologurs so
égaux don® = C et les angles HAB et HAC valent la moitié Ale

Dans ces mémes triangles rectanglels= R cosA/2 etHB = HC =a/2 =R sinA/2.

L'aire de ABC est donc le double don% RsinA/2 - RcosA/2 =R sin% cos% .

On en déduit I'expression trigonométrique du daulellet d'un angl% sinA= sin%‘ cos%‘.



Fig. 10a
Hauteur Hauteu
du r du
rectangl triangle
Base
A
R N2 | N2\ R
5 H
al2 H a2

Fig.1Cc

Fig. 10e

Fia. 1Cb

Fig. 10d
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§12 Aire du triangle en coordonnées en deux dimesis

L'aire Sdu triangle ABC de la figure 11a est la différemeodre I'aire du rectangle IJCK qui I'envelopptaet
somme des trois air@s b etc respectivement des triangles AIB, BJC et CKA. @iess sont sensées étre toutes

positives et il faut tenir compte du sens des #&dhdiquent les coordonnées des fleches des vedBir (Y)
X'

etAC= (Y)

Aire ABC = aire IJCK — aire AIB — aire BJC — air&8,

Aire IJCK=X"(Y'=Y) = X"~ XY

AireAIBz%X(—Y):—%)/(Y,
AireBJC=:—2L(X'—X)(Y'—Y)=%N'—X'Y—XY‘+/X)Y
: Ly v
Aire CKA ==XY'

27N

La somme algébrique de l'al. 2 élimine les calbalsés et il reste

Aire ABC =— X' Y—% [-X Y=XY] ==X Y+%X‘ Y+:—2LX Y'=:—2LX Y'—% X' Y=% [XY' =X Y eton résume :

. _1| XX
Aire ABC A%
diagonale principale moins la multiplication en d@nale secondaire
Le motdéterminaniest choisi car il permet de savoir si les pointsdt C sont alignés ou non. En effet, en cas
d'alignement, le triangle 1JC est aplati doncd'@st nulle donc le déterminant est nul et récipeatent.

Note sur le signeX Y'> 0,Y X'< 0 donc -Y X'> 0 donc l'aire de ABC est comptée positivementoNs aussi

. Le petit tableau multiplian% s'appelle unéterminant. Il signifie multiplication en

gue la colonne des coordonnéesﬁ_wﬁa)récéde celle des coordonnéesA@donc I'angIe@,ATé) est orienté
dans le sens trigonométrique positif. Enfin, peenlgs deux vecteurs change le signe a la foisniis £t du
déterminant.

Que signifie ce signe ? Il faut regarder en tramseshsions (fig. 11b) et imaginer que le triangleses le plan xy
d'un repére de l'espace Oxyz. L'aire est représgrbéune des trois fleches grises (dans le catieast

. . . N ~ g - z . . z
positive) qui appartiennent & un méme vectsyile vecteur aire. Il est alors nécessaire de choisir une échelle

tableau 11a$ cm? :M_ Ici, e est le facteur d'échelle.
1
cm

p Py XaB - Xac
On peut reformuler le résultat en renommant lesdmmées AB = <yAB) etAC= <yAC> et alors

XaB Xac
YaB Yac

XaB Xac
YaB Yac

aire ABC =% et, si les c6tés font une unité de longyeur Asin

2

XaB Xac
Yas Yac

L'aire du parallélogramme ABDC est le double déecal triangle ABC, dong aire ABDC ~:

Un cas particulier intéressant est quand les d®Bst AC valent chacun une unité de longueur. Dans ce cas

XX
donc smA—‘ v vl

o . . . 1] x x
I'aire de ABC est a la fois (§4%)smA etE‘ Yy



y
A
K
A
Y' C
S b
Y A a
v J
I
X
Figure 11a

Aire du triangle en

coordonnées planes

g
Fleches du vecteur ail s

Fig. 11b :
aire plane dans l'esp:

Unites | nite de
de
longueur
surface
ecm’ lcm
scm® scm
Tableau 11a

échelle entre aires et

Plan xy

40
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813 Parallaxe en astronomie

Dans ce qui suit, on appellevaservatoireun lieu ou se tient des astronomeasteun objet du ciel qui les
intéresse , étoile a 4 branches).
En astronomie, la parallaxe (fig. 12a) est 'amqgbous lequel 'astre A peut étre vue depuis um dsilhouette
de saturne) la longueur entre deux l'observatdiresB (silhouettes).
Pour les astres du systéme soldirest la longueur d' une corde séparant deux obis@es parallaxe diurng.
Pour les astres extérieurs au systeme solaist le demi grand axe de I'orbite terrestre authwBoleil, soit
une unité astronomiquedrallaxe annugl
Un objet E est assez lointain pour pouvoir assinée droites (pan) et (pas) comme paralléles.

Parallaxe diurne (fig. 12a et tableau 12a)
Enbleusont écrites les valeurs mesurables.

La somme des angles d'un puistest

Ttriangle ABC :p +a + o' + 3 + B' =1t L'objectif des mesures et des calculs est I'apglet— (@ + o' + 3 + ).
Triangle ABS ¢ + @, + n + s=Tt Seulsn ets sont directement mesurables. AlorgsZ T—n—s=11— (N +9).

En trigonométrie, sigs = sin[g—nT“LS} = cosnT-FS.

Deux angles sont complémentaires (leur somme eashgie droit)
Autour du sommet Aa + ¢ :gdonca :%[—cpS donc 20 = 11— 2@ et par analogie B = 11— 2@,.

Cas d'un objet proche (satellite)
Le triangle ABC est isocéle en C dopcet @, sont égaux donc (al. 8)et3 sont égaux.
L'al. 6 et 9 donng =11— (2a +a' +3).
L'al. 9,8 et7 donnent:@et 2B =11— (M—Nn—-S)=n+s.
L'al. 10 et 13 donnem=1—(nT +a' +B) =1+ a' + ' — (h +S) qui a méme sinus que+ s— @' + ).
Théoréme du sinus

Triangle ABS —X_=_L _=L_1 g4onc (aI.11)x=L_Lsin[n—+S+[3'}

sin(3+pB) sinp 1sinp sinp 2
Triangle ABC — L = _R = (al. 7)L . AlorsL =R __ sin(h +59).

sin(n+s) sings cosn*s cosntS

2 2
Le théoréme de I'angle double dorne 2 R sinltScos*S-oRin1ES
n+s 2 2 2
cos——
L'al. 13 et 15 donnefik = 2R sin1 =S - 1 sin[n+s+ B'} .
2 sin(h+s— (@' +pBY) 2
Par analogiey(a la place d& eta’ & la place d@') |y = 2R sin=S 1 sin[n+s+a} .
gieyalap p &)y 2 Snh+s—@+p) >

Cas d'un objet lointain (Lune et planétes solaires)
Les paires d'angles' et[3" sont alternes internes. On a donc simplerpenti” +3". On a donc

x = 2RsintS - 1 sin[n+s+[3'} .Paranalogi3y=2Rsinn+S - 1 sin[n+s+a']
2 sin@" +p") 2 2 sin@" +p" 2

Pour les objets lointains, les parallaxes sontfgtis donc leur sinus peut étre confondu aveglkaen radians.
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(pn) )
Eauat JBB( — S E
quateur (@ (P N > <¢>
,,,,,,,,,,,,,, A
Vo
(ps. 7

Note : La détermination de la parallaxe lunairdr@eb?2’ et 62'), est

due a Nicolas Louis de Lacaille et a Joseph Jétéefrancois de
Lalande (1732-1807), opérant simultanément en geints de la
surface de la Terre trés éloignés I'un de l'autre.

Symbole R n

Grandeur Rayon Lat. n.
terrestre

Statut Mes Mes
Abréviations: Mes = mesuré

Calc = calculé
Lat. = latitude
n. = nord
s. = sud

Déc. = déclinaison
Paral. = parallaxe

a" p" L p
Déc.s. Déc.n. d€or Paral.
Mes Mes Calc Calc

(h) = lignes hamnizo

S a' B'
Lat.s. Déc.s. Déc.n.
Mes Mes Mes
)
Fig. 12a

= verticale locale

(pn) = quasi-paralléted
(ps) = quasi-parallele sud

¥ers le zodiaque

Fig. 12b
Parallaxe annuel N A
Le probleme est beaucoup plus simple.llast NN p ot
la longueur du grand axe de I'ellipse supposée
étre la trajectoire de la Terre autour du Solesis L~ Soleil®
distancex ety séparent notre planéete de I'objet
étudié, cet objet étant hors du systéme solaire. X
Les angles et sont directement mesurés.
<vers le zodiaque
Proportiondesunités circulaires
L . 4. Minutes Secondes Minutes Secondes
Unité | Tours| Radians Degrés d . . .
arc d'arc horaire horaire
Arc ar ar ap Ava 8sa Anh Ash
Cercle 1 2T 360 360x 60 360x 60x 60 24x 60 24x 60x 60
Tableau 12b pour les conversions d'unités d'angle
X = y - L _~ = Psa
SinB_sina _Snp etp =1— (0 + ) donnentx = smB smB avech 21 260 % 60X 60

Note : le tableau 12b permet les conversions aﬁamﬂarc ou d angle. Par exemple les colonnesaliatet "mn

horaire" donnent la formulg a

24 x 60 ayn
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9. 814 Aire du triangle en coordonnées en trois dimeims «
La projection (figure 14b) d'un triangle ABC sur des plans Xy, yz ou zx est un
triangle nommé respectivementBiC,, AB,C, et A,B,C,.
Notons dans cette dénomination la succession aireutles lettres x, y Fig. 14a
et z (figure 14a). Ainsi les plans sont successe/grmésignés xy, yz et y ;

zx et, par exemple le plan nommé yz porte le ti@igB,C,.
On sait calculer a partir des coordonnées les diss
triangles AB,C,, A\B,C, etA,B,C,. Ces aires sont

portées sur les axes de méme nom. Par exempée I'air z Plan
de AB,C, est nommés,. A yz
Les points |, J et K ont les coordonnées N
1\ (0 0 S
respectives 0]|1|et|0][Plan
0/ \1 1 X Qg
Les vecteur®l, OJ etOK ont ces mémes D
coordonnées. A/\ NS
X — By A
On se servira des coordonngeé | deAB S KQ
Z | —
. Ol .-"Ja 3 S/ _ y
X. N | . . >

et| Y'|deAC. N

' S
Considérons (fleches rouges et solide en JQCZ

_ — A Plan
hachures grlsgs) le vecte@r de //g(: z B, yz Fig. 14b
X
coordonnéeES,j.
S

Les produits scalairg8l S ,0J S etOK S valent respectivemes;, S etS,.

. ) — —> — —> — —>
Les mémes produits scalaires valSibs QI, S) , Scos OJ S) etScos OK S).
On peut facilement écrire les formules des airasstdangles AB,C,, AB,C, etA,B,C,

qlxx] oo alyyl o 1lzz
Sy v SFSz 2 ST x x|

1
2

Un calcul démontre que les deux produits scaldifzsS etAC - S sont nuls. Cela signifie que les fleches de

'S sont perpendiculaires au plan du triangle ABCguien'apparait pas nettement sur la figure 14b.
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— —
Le carré dABAC =X X' + Y Y' + Z Zdonne aprés développem&tX'?+ Y Y2+ Z 72

+2X XYY+ 2X X' Z2Z+2YY' ZZ

Le carré de B, donneX 2Y'?+ Y2 X'2—2X Y'Y X' celui de 25, donneY?Z'>+Z2Y'?-2Y Z' Z Yeet celui de
2S.donnez®X'?+ X?Z'?-2ZX' X Z

La somme des résultats des alinéas 11 et 12 élimandoubles produits.

La somme des termes restants est factorisable Biplination deX?+Y?+Z? parX'2+Y'%+Z'? | c'est-a-dire par
la multiplication des carrés des longuefBet AC.

2
Ona anrs{ABAC] +[28)?+[2S)? +[2S])*=AB*AC?
2
AR AC 2 2 2
Une division par les carrés des longueurs d ARAC -+ [2 S‘] * [228/] 2+ [2 S‘] =1.
AB“AC AB-AC
On sait que le quotient du produit scalaire paréuit des longueurs est le cosinus de l'angle des fleches

— —
deAB et celles dAC.

2 2 2
En conséquenceAB ACcosA)? + [2 S‘] * [228/] 2+ [2 S‘] =1
AB-AC

On sait donc quL2 S|*+ [223/] 22'" [25]°
AB“AC

On conclut qud2 S]° +[2 8] +[2 S]? = AB? ACZ sir? (AB , AC) qui est le carré daBACsin (B, AC).

On sait queAB ACsin (ATI)3 , AT(E) est le double de l'aire du triangle ABC, doncl'aste du parallélogramme
ABDC.

On sait donc quf2 S]* +[2S)* + [2 S]* est le carré de I'aire de ABDC.

En substituant les air&, S, etS, les multiplicateurs 2 disparaissent (al. 9) e¢dite

‘YY' 2lzz|2 xx"2

est le carré du sinus de 'angle

2721 HUxx!| *lyyl = carré de l'aire de ABDC.

Mais a gauche on a (al. 22) I'expression de Pyteage la longueur des fleches d8 2'oul cette interprétation

(fig. 14b) :| le vecteur B est le vecteur aire du parallélogramme ABDC

Cette théorie des aires en trois dimensions atitaldiéfinition d'une nouvelle opération entre eecs : =
résulte de lanultiplication dite vectorielle (parce que le résultat est un vecteur), désigaééesignelou le

) — —  — — — — —> X Y: -y .
signex selon les auteurs du vecté\B par le vecteuAC: ABOAC=ABxAC=2S=| YZ'-2ZY'|

ZX' -XZ
Yy
27
La derniere formule s'écrit augsi x x'| |- Cette écriture met en évidence la permutatiacutaire des
XX
YY

coordonnées (fig. 14a) : on lit les colonnes dechauet on pense "X est donné par Y et Z, Y eshéqar Z et
X et Z est donné par X et Y".
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§15 Calcul d'un volume & partir des coordonnées

Voici une proposition de géométrie dans I'espacparndifficile (fig. 15a).

Le parallélogramme MNPQ est une translation de EBGHui-méme.

En conséquence, les surfaces EMIH et GPJN sorgsgal

De méme EMJF et GPQI sont égales.

Les solides AD-EMIH et CB-GJNP sont égaux.

De méme AB-EMJF et CD-GPQI sont égaux.

Par réunion homologues, les solides jaune et ldeuégaux, donc ont méme volume.

Du solide ABCD-EFGH ou passe a ABCD-MNPQ en enlélasolide jaune et en ajoutant le solide bleu.
En conséquence, le volume de ABCD-MNPQ est égablume de ABCD-EFGH.

Le parallélépipéde est sensé étre droit, c'esteaelie I'angle AEM est droit.

. L. —> —>
En trigonométrieAE = AM cos AE , AM).

Le volume d'un parallélépipéde droit (la base AB&Dun parallélogramme quelconque mais le segm&itiE

est perpendiculaire.
Le volume est égal a I'aire de la base multipligéelp hauteur donc le volume de ABCD-EFGH est adalire
de ABCD multipliée paAE.

N

Vu l'alinéa 9, le volume de ABCD-MNPQ est égakérd de ABCD multipliée pahM cos (ATI)E , AM)
En conséquence, ce volume est le produit scalaiﬁ?édaarﬂ\)/l.

L'aire de ABCD est égalesB ACsin (ATI)B , ATI)D).

En conséquence, le volume de ABCD MNPQ est égd3 &AD AMsin @Té , ATI)D) cos (ATI)E , AX/I).

On sait queA_I)E est le produit vectoriel deB parATf).

On conclut que le volume de ABCD-MNPQ est donnélaformule AB 0JAD) - AM.
Définissons les coordonnées des trois vecteurgnant les arétes issues de A du parallélépipedeDABC
MNPQ, le solide étant orienté n'importe commentrpaport au trois axes du repére orthonormé desaltes:

— X — X —> X'
AB=| Y [AD=| Y' |etAM=| Y" |
Y4 VA z"

. ) — . YY'| | 1 ZZ
Le produit vectoriel esAB O AD d'absciss 770 d'ordonné X X'

td tXY'
etde cotg \, . |.

' YAVA X X
X X YY
Le développement des déterminants doMh8' - Z )W X"+ Z X' =X ZY"+ (X Y' =Y X' Z".

Le développement donneZ' X" + Z X' Y+ X Y' Z" -Z Y' X"-X Z' Y"'-Y X' Z"

Une astuce permet de mémoriser facilement cettensoahgébrique de multiplications (tableau 15a). treis

La formule du volume est dor{cz 7 X" +‘ ‘ Y +‘ ‘ z".

premiéeres lignes portent les coordonnées desveoieursAB , AD etAM dans cet ordre. Les deux premieres
lignes sont ensuite répétées. Pour les produitsi@uitgs, suivre les fleches rouges et pour lestsaits les
fleches bleues (figure 15b).

X X X"

Mais I'écriture standard se contente du tableaud&terminant 3 sur 3)Y Y Y" |
2727

X1 X2 Xi3
La numérotation des lignes et des colonnes doacetlire| Xz; X2 Xy3 |. Le premier
X3l X32 x33
indice est celui de la ligne et le deuxiéme cetlalcolonne.
Si on nomme Gl'ensemble des permutations de I'ensemble {13}2=;[1; 3} n N, sion
écrit sE) le signe d'une permutatian alors on peut démontrer la formule

X1 X2 Xi3 3
det le X22 XZ3 = z S(O') Xi ) o(i)-
Xa1 X2 Xgz| o0CG  i=1
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Note : le signe d'une permutation est une fonaissemble de couples fle G, 1 ou —1).
Les antécédents sont des permutations f& &3 images sont (<1pun est le nombre de
commutations successives équivalentes a une préomute G.

Une commutation est une permutation qui échangedsiions de deux éléments de
I'ensemble {1 ; 2 ; 3}. Par exemm@) =] ets(j) =i ets(k autre que etj) =k. Le nombren

de commutations équivalentes a une permutationénn’'est connue qu'a un multiple de
2 prés, ce qui ne change pas le signe, parce Gle({—1)' " mutiple de 2

La formule est immédiatement généralisable a ptu3 lignes et 3 colonnes.
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A B
Démonstration de l'al. 3

30. Surfaces de l'al. 3:1Q = FJ, MQ = FG.

31. donc par difféerence MI=MQ - 1Q =FG - FJ =JG,,

32. HJ = JN, HE = PN, et les segments EH, MI, JG etBiM paralléles.

33. En conséquence les surfaces EMIH et GPJN sont$gale
Démonstration de l'al. 4

34. La démonstration est analogue pour EMJF et GPQI.
Démonstration de I'al. 5

35. AD = BC donc les solides AD-EMIH et CB-GINP sonagx.
Démonstration de l'al. 6

36. La démonstration est analogue pour AB-EMJF et CORGP
Démonstration de l'al. 7

37. On réunit d'une part les solides AD-EMIH avec AB-BMen jaune) et CB-GJNP avec CD-GPQI (en

bleu).

X X' X"
Y YY"
227 7"
X X' X"
Y YY"
111 121 13 Tableau
21| 22| 23 15a
31| 32| 33
Tableau 15c¢
numérotation bl
des lignes et
des colonnes A
Dol
N
XX X"
YYY
2727

Tableau 15b
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8§16 Fonction additive continue de plusieurs varialgls

Enoncé : soit une fonctidrdont I'antécédent est une suite de nomhres ( 2). L'image est écrite en principe
f((u ... , 2), mais la double paire de parenthéses emboité@nesmbrante et on a pris I'habitude d'enlever une
paire. L'image s'écrira doffgi ... , 2).

u
On a aussi une autre écriture possible : mettredaables en colonne. Ainfu ... , 2) est écriff ( j Cette
z

écriture en colonne rend beaucoup de formulesligibbées (alinéas suivants).

u+u' u u'
Par définition, une fonctiohest additive sf| ... =f +f .

z+7'

Up ...
Par récurrence, ondémontreq(e . ]:( ] ( ]
z
u u-u +u -
Avecunesoustractiorﬁ(...j:f( j:f( j+f(...]etunealgébre donne
z z—-72'+27 z-7' z'
u-—-u' u u'
z-7' z z'
0 u-u u u Ou u
Onendéduitque{...jm{ j=f(...j—f(...j=0, soitf(...j=0f(...j.
0 -2 Z Z 0z y4
lu u
f(...jzlf(...]esttrivial.
1z z
nu u...+u u u u
Soitnentiernaturel.AIors(...j:f( ]oUuetvsontécritsnfois:f(...j...+f(...jom(...j
nz zZ...+z z z z

u
est écrit aussi fois =n f( j

z
Ensuite parce que tout entier relg@iést une différence — nentre entiers naturels,

pu (m-9u mu-n mu nu u u u
Onaf(j:f( j:f( j:f(j—f(j :mf(j—nf(j:(m_r)f(j
pz (m-pnz mz-n mz nz z z z

u
=p 1{ j Voila pour p entier relatif.

z
Onal= n% oun est un entier relatif,

nlu lU

et une algébre donff

o
o
S
o
Q.
TN
N c
~
Il
—_
Sl S
I
>
s
= : 35
Sl S
1
Sl
—
TN
N c
~

qgu u u
Tout rationnely est un quotien%:m%doncf(...j:f =mf| ... :m%f(...]:qf(---].

etvoila pour un nombre rationnel g.
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u limite deu u
On dit quef est continue si I‘image( j tend vers I‘imagé( j guand la suitg j tend vers une
z limite dez z
limite deu
limite ( j
limite dez
On sait que dans le voisinage de chaguexrégiste des rationnel aussi prochexdpi'on veut et alors quand on
qu u Xu u
pense a un rationngltendant vers le réall‘imagef( j =q 1{ j tend vers ( j =X 1{ j .
qz z XZ z
f(;‘) :f<g :3) est trivial, donc par additivitb’(tj) :fGD +f (8) qu'on peut écriré(ﬂ (j)') +f<x g_))

et l'alinéa 29 donnb(tj) = uf(é) +vf<2). Si on renomme etd les images respectivééé) etf ((D

—h

. u
alors on obtient la formulé(v) =cu+dv

Généralisation : on pourrait refaire la démonstratie I'alinéas 30 pour une fonction additive curgf de plus
de deux variables et démontrer qu'il existe unee suiique d'autant de nombres que de variablesgat quels

u
gue soient les valeurs de.. etzon ai f(j =cu..+hz
z

Plus concrétement, soient deux mélanges chimiquetsBAde méme composition qualitative, par exerdfgau,
de sel et de sucre. On sait que le volume de AréuBis est la somme des volumes de A et de celBi.®n
sait aussi que le nombre de moles d'eau, de suate sel du mélange est la somme de ces quaraitésAdet
B. On peut conclure qu'il existe trois coefficieatmistantEe,, Csucre€tCseitels que le volum¥ est donné en

neau
fonction du nombre de mol@s,, Nsycre€tNse des trois espéces p&{ Nsucre | = CeauNeau™ CsucreNsucre + Csel Nset
Nsel



